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1- 

Sur la th6orie des fonctions homogenes ä deux 

ind^terminees. 

Premier memoire« 

(Par M. Charles Hermiie, k Paris.) 



U ne proposiiion ölementaire el fondamentale dans ia Iheorie arilbm6- 
tique des formes, consisle en ceque, pour un degre donne, et pour un 
nombre donn^ dMadetermiD^es, toutes les formes a coefficienls entiers qui 
possedeni les mömes invariante sont r^daciibles a un nombre fini de classes 
distinctes. Ce theoreme a ete ddmontre par Lagrange et Gaues pour les 
formes quadratiques a deux et a troie indeterminees; je Tai itendu ensuite 
aux formes quadratiques gSneralee, et ä toutes celles qui sont decomposables 
en facteurs lineaires; ainsi il parait bien vrai dans toute sa generali'e. Mais 
pour arriver ä Petablir do cette sorte, il fandrait resoudre dans tonte leur 
etendue, les problemes suivants, aussi beaux que difficUes. 

Le prefnier qui appartient ä Valgehre, consiste ä obtenir la notion 
complete de oes fonctions rationnellea entieres des coefficients, nommees Jn- 
Variante par Mr. Sjftveeter, dana le sens primitivement attribuö par Mr. Gauee 
au mot de De'terminanf. 

Le eecond qui est du ressort de tarithtnelique, consiste a d^couvrir 
par quelles substitutions a coefficients entiers on peot transformer une forme 
donnee, en une aulre dont les coefficients aient des limites, fonctions seule- 
ments des invariante. Enfin il faut une möthode propre a donner le Systeme 
complet des formes reduites, representant la totalit^ des classes distinctes 
pour des valenrs assign^es a priori aux invariants. 

En me bornant ä la considöration des formes a deux ind^termindes^ 
j'ai presentä un premier essai sur ces questions dans mon Memoire sur rin- 
troduction des variables continues dans la theorie des nombres. Le principe 
dont j'ai fait usage, fait rösuller de la möme analyse, la notion des invariants 
et ia theorie arithmetique de la röduction, Mais des le cinquieme degre, 
Tapplication de ma methode devient si compliquie, que les rösultats ginöraux 
ne se trouvaient etablis qu*a titre de possibilitö, et il restait a d^couvrir une 
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methode Qumeriqaement applicable. C'esi ce qui a ete Tobjet de mes re- 
cherched assidnes depuis plusieura annees, et j'espere y ötre enfin parvenu^ 
mai6 pour le cas aenlemeiit des formes de degres impairs. Une difference 
profonde se Tnanifeste en effet, dans ]a nature analytique des formes binaires, 
suivani que le degre est an uombre pair ou vnpair. Ces dernieres me 
semblent plas faciies k traiter; j'ai troQV^ qu^elles jouissent (sauf une exception, 
Celle des formes cubiques) de cette propriete arilhmeiique generale, que pour 
un Systeme donue de valeurs des invariants, les formes des diverses classes 
sont transformables les unes dans les aulres par des substitutions lineaires au 
determinant un, mais a coefficients fractionnaires; c'est a dire, en adoptant 
la notion proposee par Mr. Ehfenstein, que les diverses classes qui ont les 
memes invariants^ ne form^ent qu'un genre. Les formes de degres pairs, 
m^ont presenie de plus grandes difficuttes, que des longtemps je ne puis esperer 
de vaincre. Mais j'ai remarque que le cas des formes biqundratiques se 
distinguait d^une maniere toute particuliere, comme le cas des formes cubiques, 
par rapport aux autres formes de degres impairs. Aussi me suis-je propose 
d'en faire une ötude speciale, dans ce memoire, en developpant a leur egard 
les principes fondes sur Tintroduction de variables continues, que j^ai pre- 
cedemment exposo (Tome 41 de ce Journal), roffrirai ensuite avec plus 
d^etendue et plus de d^veloppemenl, la noovelle th^orie dont j*ai donne une 
idee sommaire dans le Journal de Math, de Cambridge ei Dublin (Sur la 
theorie des fonctions homogenes a deux indeterminees, Cambridge an Dublin 
Hathematical Journal, 1854)^ et qui m'a conduit aux resultats que je viens 
d'annoncer sur les formes de degres impairs. 

Premiere partie« 

Theorie algebrique des formes biquadratiques. 

I. 

Sur les invariants et covariants des formes biquadratiques. 
Je ferai usage dans ces recberches, de la notation qu^employe Mr. 
Cof/ley pour representer d^une maniere abregee les formes a deux indeter* 
mineea. Elle consiste ä poser: 

±= (a, h,e,... c\ b\ dYjc, y)*", 
et son principal avantage est d'indiquer commodement les Operations relatives 
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aux sabstitotions Unfaires. Par exemple, si la tranaformee. 

a et^ obtenaa en faieant: 
on ecrira: 

Cela pose, soU /*= ia,b,c,b',a'){x,yy Texpression generale d'uoe 
forme biquadratique, les deux fonctions 

dont la deconverte appartient a Mr. Capley, sont les invariants fondamentanx 
de ^. Elles jouissent de cette propridt^, qu^en supposant: 

(a, h, c, a\ b\ e){ux \ ßy, yx^ dy)' = {A, Ä, C, B\ A)l^, y)\ 
les fooctions semblables 

I=AA'- ABB + 3C^ J^ACA^ 2BCB - AB'' - A'B" - C\ 
verifieront les «^lit^s 

t=i{aö^ßr)\ J=J(aS-ßrT' 
Be plas, elles sont bien des invariants fondaroentaux; car Mr. Sj/lvester a de- 
montr^ qoe tonte fonction rationneile et entiere de a, b, e, b\ a\ qui se 
reproduil, multipliee par nne pnissance du d^lerminant aS --ßy^ lorsqu'on y 
reroplace a, bj c, V, afj par A, B, C, B\ A\ est necessairement une fonoüon 
enti&re de i et j. Je pense pouvoir renvoyer pour les demonstrations de oes 
proposition importentes aux travaux des savants ^eometree que je Tiens de 
citer, et arrirer immed tenient a la notion des covarianU de la forme Ai^f/a- 
dratique. 

Et d'abord je rappellerai qu^on nomme covariant d'une forme do de^6 
quelconque : f^s=si{ajbjC,... c, Vy a') (a?, y)"", tonte autre forme (pia^ h,Cy.. ., a?, y) 
dont les coefßcients sont fonctions rationnelles et entieres de a^ b,c, etc., et 
qui jouit de la propriete qu^exprime requation 

(a&—ßy)^.(p(a,b,c,...fax^ßy,yxi'3yj == <p(A,BjC,...; x,y); 
les quantites A, B, etc etant toujours celles qui donnent: 
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Teile est par exemple, relativement a toute forme f, la forme 
/ d*f V tTf d*f^ 

comme Ta demontre sons an point de vae plus g^niral Mr. Hesse. Dans la 
thiorie speciale des formes biqaadratiques, le covariaDt ainsi obtena Jone an 
röle important; noas le designerons par g» en posani: 

— , // ä*f \* «r/ dT\ 
^ ~~ '"\\dxdyß dp' dy*J 
= (*' — ac,bc — ab', 3c' — 2 W - m/, Ve - a'b, *" - a!c^Xx, y)*. 

Ht f eX g on tire la nolion d*un nouveaa covariant da 6* degri, qae je d^ 
finirai ainsi: 

M. iL 



En faisant: 



dx * dy 
dg dg 
dx' dy 



Ä = ip, q, r, s, tf, <f, p') {X, y)\ 
on aara ces valenrs: 

p = a»*'- 3fl*c +36», 6y = -|-a*ii' -j- %abV - 9<w»-f 6*»c, 
;,' = - a"* + 3a'*'c — 2*'\ 6y' = — a«a — 2a'b'b -f- 9a V - 6*«e, 

3r = + aba' - ZaeV + 26W, 

31^ = - a'b'a + 3«'c6 — 26«*, 2* = 0*6' - 06^ 

II existe enfre f, g, h, et les invariants i, j, one relation remarqaable 
et iknportaote, savoir: 

(.i.) 4g^-irg-jr = k\ 

Mr. Ct^Uy qni m^a commniiiqne cette relation que j^avais aussi obtenae de 
mon cöt6, en a Uro one methode inginiense et tres originale pour la r^so- 
lation de Tögoation da 4"* degr6. Comme cette resolution est nn point es- 
sentiel de la theorie algöbriqoe des formes biqnadratiqnes, je vais la präsenter 
sons le point de vne qni m^est propre , et y rattacher la ddmonstration de 
r^quation (Ä.'). 

IL 

Rösolntion de Täquation dn 4^ degrö. 

Seit, en decomposant en les factenrs lineaires la forme proposöe: 
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La rödaite du 3* degre s^obtient comme on sait, en considirant la fonctfon 
resolvante 

dont il faut calcnler le carre. Or on peut mettre f soqs cette forme: 

d^oü) en posant 

e = ^a{{a-dnß-r)'\'(a-y)(ß-S)], 

et ivaluant en fonction des coefficients, la somme des carr^s des differencea 
des racines: 

Cette quanlite 6 que doqs avons introdnite, dopend, comme on le sait 
d^avance, d^une öqaation du S"" degre, qui aurait pour racines: 

ie, = ^a{(a-^){ß-rH{a-y)(ß^S)l 
(Ä) h^ = ^a{{a-ßKS^y) + (a-r){^-ß)h 
[es = ^a{(a-d)(r-ß) + (a-ß)(r^^)}. 
Or cette eqnation s'obtient tres facilement par la remarque soivante. Posons: 

(fl, b, c, h\ ofTimx -f. (ly, nx + vy)' = {A,B, C, B', A'Xx, y)* 

==A(x — ay){X'^by)(x — cy)(x — dy), 

on aura ces valeurs pour le coefficient il^ et les racines de la transformee, 
savoir: 

A = «(m — an)(m — /Sii)(w — yii)(wi — (Jii), 

m — an' m — ßn' m — yn' m — 9n 

d'oii on eonclura: 

A{a—d)(b — c) ={mv — n(jCf.a{a—9){ß—Y)^ 
A{a^c){b-d) = {my^nii)\a{ß^Y){ß-d), 
A{a — b){c — d)=:{fnv — nfif.a{a — ß){Y — d). 

Ces relations montrent que les quantites 6 se röproduisent dans tontes 
les transformees, multipliees par le döterminant de la Substitution; ainsi les 
coefficients de reqnation dont elles d^pendent, sont des invariants de la forme 
proposöe. Ces coef&cients sont d'ailleurs des fonctions entieres de a, b, c, V, a'; 
donc d'apres la proposition de Mr. Sylvester, ils s'expriment a fonction enti^re 
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des qaantites i el j. L^equation cberchöe est aiasi de la forme suivante: 

^ et (T 6tant numeriques. En effei, le coefficient de ^ doit ötre nul, pnisqu'il 
n'existe pas d'invariants de premier degrö, et les deux autres ne peuvent ötre 
qoe proportionnels respectivement ä t eij, qui sont les seuls invariants du 
second et du troisi&me degrö. Pour trouver ^ et 0^ cunsidörons un cas particulier, 
p. ex. celui de la forme (1,0, — 1, 0, 0)(a7,3r)*; on a alors: f = 3, J = lj 
öi=-l, Ö2=i, Ö3 = ^, etparguitendentite: (0 — ^)^(0 + 1)= ^-fSe^ + a, 
d'oü: p==— Jt, a=+i- L'equation en 6 est donc g^neraiement 

Le discriminant de ia forme proposce se ramene immediatement au discri- 
miuant de cette equation en 6, car on tire des relations (iB.)' 

donc : 

Cette expression si importante, se presente ainsi immediatement sous 
la forme remarquable que lui a donnee Mr. Cayley. Dans le cas oA eile est 
negative, deux des racines de la forme biquadratique sont imaginaires, et les 
deux autres reelles. Mais si eile est positive, eües peuvent 6tre toutes reelles, 
ou toutes imaginaires. 

En general, le produit des carres des diflferences des racines d^une 
equation du degre quelconque, est positif ou negatif snivant que le nombre 
des racines imaginaires de cette equation est ^0 ou ^2 Mod. 4. La condition 
necessaire et süffisante pour que le premier cas ait Heu, consiste en ce que les 
trois vaieurs distinctes du carr^ de la fonction Tesolvante, c. a d. les trois 
quantites 6* — ac-f-n^i, b^ — ac-f «^*, A^ — nc-f^^s soient positives. Or leur 
somme est 3(b^ — oc), la somme de leurs produits deux ä deux est 3(4^ — acf — |fV^ 
et nous prouverons plus loin que leur produit est un carre; donc pour qu'elles 
soient positives, il suffit d'ecrire: 

42_ar>0, i2{V-acf-ia'>0. 

L'on obtient ainsi sous la forme la plus simple, et independamment du 
theorime de Hr. Sturm, les conditions de röalit^ des racines de Vequation 
generale du 4^ degre. 
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IIL 

Relation entre les formes, f<, g^ A; et coosequences de cette relation dans ia thterie 

des fonctions elliptiques. 

L'egfuation remarquable qui existe entre la forme propos^e f et ses 
denx covarianta g et h, savoir: 

pent dtre obtenne par plusieurs methodes- Celle que noas employons la rat-* 
tachera a ce fait bien connu, et qui nous reste a etablir que le produit des 
trois Täleurs diatioctes du carre de la fonction resolyante, qui anra Texpression 
4(Ä»_ ac^ ae,){b^- öc + flÖJ(»^- ac+ aB,) = 4 {b''-acf-ia\V--ac) —ja, 
est un carre par fait 

PartoDS pour cela de rideulite suivante: 

{a, h c, h\ d){x - hy, ayT 

= (a, 0, — ä{ä* — oc), a {a^b' ~ ^abc + 84^), iV — U (^ — aefKx, y)\ 

oä le aecond membre eat une transformee par une Substitution au determi- 

nant a, de la forme propoeöe. li en resdte pour ilnvariant J de cette traas* 

formte, la valenr: J:=ij(f. Or en calculant directement J^ on tronve: 

J=. i^{i(li'—acf-i^{1i'-ac)-(teb'~%ahc^2b^)\ 

et en ögalaut cette expression a ja^ ii vient: 

4(b^-aey-ia\b' — ac)^Ji^ «= (äV- Safte +2*^/; 

ce qui dtoontre la proposition annoncee. 

L'eqnation (^0 s'en deduit de la maniere suivante. Posons 

(a, h c, V, a')lmx + fiy, nx \ vyf = ( J, B, C, B\ Ä){x, yf, 

m et n ötant des quaptit^s arbitraires, et fi el v etant telles que le dMer- 
minant de la Substitution est »ii/ — it/^ = l. Relativement ä la transformee 
ainsi obtenue, nous aureus: 

Mß^-ACf-i^iB^-AO-^jA^ ^ (A'B'-QAB€i2B'f; 

car las invariants i eij seront restes les mdmes. J'ajoute que les qaantite^ 
A, B^ — ACj A^B' — 3ABC-\^2B\ deviendront respeclivement: f, g, b, 
en y mettant m et it au Heu de ar et y^ de sorte que nous tomberons pre- 
cis^ment siir la relafion a demontrer. 

Seit en effet (p{a, b, c, b\ ol; x, y) Tune quelconqne des formes f^n^h; 
nous anrons, comme il a ^le dit ($.1.)) I^ relation caracteristique potir lev 
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covariants: 

(mv — H/if(p{a, h, c, h\ d; mx^fiy, nx^vy) = tp^A, B, C, B', A; x, y\ 
ou sealement: 

(p(a, b, c,b', a'.mx^ (Ay,nx -]-ry) = <p{A, B, C,B',Af x,y), 

paisque le determinant de la substilutioo est runite. Faisons dans cette ideu- 
tite 0^=1, x = 0, le second membre se reduira au coefficient de la puissance 
la plus elevee de x, c. a d. en sopposant saccessivement (p=f, g^ h, aax 
quantites A, B^ — AC, AW — dABC'\^2B\ Or dans les mömes circon- 
stances le premier membre represente les formes fj ff, h, rorsqu'on y met 
les quantites arbitraires m eX n, ao lieu des iodeterminees x et y; ainsi qua 
noas voulions le demontrer. 
La relation 

trouve ane application immediate a la tbiorie des fonetions elliptiques. Mettons 
la soos la forme: 

en divisant par p et exlrayaot la racine carr^e des denx membres. Con- 
siderons ensuite, rind^terminee x comme une variable independante^ et faisons 
y- = 1 ; il suit da principe algebrique de Jacobi pour la transformation des 
integrales elliptiqnes qne la Substitution rationnelle 

^ g ^ (6*— PC, bc—ab\ ^c*—2bV—aa\ Vc—t/b, V*—i/c)lx, i)' 
T (a,b,c,b^,afnx,iy 

donnera: 

BSL 6tant une constante. Mettons encore 2r«4- au Heu de z, Tintegrale 
... ,^, _.. sera ramenie ala suivante: /^j — ^_ _. ; p designantla con- 

staute -4^. Ainsi nous avons la reduction de Tintegrale elliptiqne la plus gene- 
rale a une autre plus simple ou n^entre qu*un seul parmnilre. Et Ton voit 



immödiatement que toutes les integrales liees a la proposöe /- 



dx 



•((a,6,c,ft',i/)(,r,l)V 



par une Substitution linöaire quelconque: ^'=~FX^> conduiront absolument 
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a la mdme integrale reduite, le rapport ^ conservant la möme valeur, dans 
toutes ces Iransformees. 

Seconde partle« 

Theorie arithmetique des formes biquadratiques. 

I. 

De la forme quadratique sur iaquelle repose la Iheorie de la röduction. 

Je considererai specialement dans ce qui va suivre les formes quadra- 
tiques reelles^ et je me propose d'exposer a leur egard, Tapplication de la 
methode generale que j'ai donnee dans mon memoire sur Tintrodaction des 
variables continues dans la theorie des nombres. Gette application aurait du 
trouver immediatement place ä la suite de ce memoire, mais alors Je n'avais 
pu encore reussir a lever plusieurs difficultes dont la Solution sera maintenant 
tres facile, en se fondanl sur les resultats que j'ai donnes ici dans la premiere 
partie. Dans une autre occasion j'essayerai de traiter aussi les formes bigua- 
dratiques, qui ont des racines imaginaires, et qui me semblent devoir donner 
lieu a une etude interessante. 

Soit comme precedemment: 

^= {ayb,c,V,a'){x,yf = a{x — ay){x — ßy)(x — yy)(x — dy); 

les racines a, ß, y, d^ etant reelles. Le principe arithmetique de la theorie 
de la reduction, repose sur la consideration de la forme quadratique 

cp = t[x^ayf-\-t\x-ßyf-^e'{x--Yyf-\^e\x-dy)\ 

oii les quantites t, <', /", /"', sont des variables reelles el positives. Nom- 
mons J rinvariant de cette forme, et «9 ia Substitution a coefficients entiers, 
propre a la reduire pour un Systeme donne de valeurs des quantites /. En 
effectuant dans f, cette Substitution S, on aura une transformee: 

F= {A,B,C,B\A'T{^,y)\ 

dont les coeffiicients verifieront les conditions suivantes: 



144 iVr'V"' ^144 ii'i»t'"' ^ ^ 144 ii'V't'*''* 

qu'on doit considerer en valeur absolue. Ces conditions que j*ai donn^es 
dans le memoire precite ($. V. 4"".)^ conduisent a considerer attentivement 
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la fonction 



et a recliercher les valeurs reelles et positives des variables t, pour lesquelles 
eile prent) la plus petile valeur possible. J'ai etabli que ce minimum avait 
iine valeur constante dnns toules les transformees equivaientes a la forme 
proposee, ce qui m'a permis de la prendre comme definition de Tinvariant 
de ia forme biqtiarirntique. J'ai demontre anssi que (p devenait un covariant 
de f, lorsqu'on y remplacerait t, i\ etc. par les valeurs speciales qui four- 
nissent le minimum de 7\ Ce sont ces diverses consöquences de ma methode 
generale, que je vais deveiopper sonlement pour le cas particulier des formes 
biquadratiques. Je les ferai preceder de ces deux remarques. 

Prendetemeiü, auv inegalites 

AA'<,^T, BB'<^T, C<c^T 

OH peut joindre les suivantes: 



AB'' < -jIt T*, A'B^ < -^ TK 



qui se lirenl de la m^mo analyse^ afio, par exemple, d^obtenir une limite pour 
le cocfficieut B, si l'oii suppose ß'=:0; Tinegalile BB'<;y|^3r ne pouvanl 
plu6 alors dtrc einployee. On generalisera tres facilement cette remarque, 
qni est essentielle pour prouver qu^il n'existe qu'un nombre fini de formes F, 
dont les coefficients verilient un pnreil Systeme d'inegalites. Dons le cas 
present, il u'y a a faire d'autro restricfion, que de supposer qo'on n'ait jamais 
simultanemeni -4 = 0, Ä = 0, ou: i4' = 0, iB' = 0, c. a d. que la forme 
quadratiquo n^a pas de racines doubles; comme on le voit aisement. II est 
d'ailleurs inutiie d'exciure le cas des racines commensurables, qui pourrait donner 
A ou A^O. 

La seconde Observation qui me reste a faire est relative- a cette Ope- 
ration arilbmetique de la reduction de la forme quadratique ip, pour tous les 
systemes de valeurs des variables t, t, (\ t*\ qui joue un röle essentiel 
dans ma methode. Divisons cette forme par le coefficient du premier terme, 
de Sorte qu'elle devienne: x^ — 2|^y-f-i?y^, en posant: 

Au iieu des quantites ty on pourra faire varier i et r/; alors., ce qui canicte- 
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risera, poor une forme donnee, Toperation dont nous nous occupons, est Feten- 
due des valeurs que pourront recevoir ces nouvelles variables lorsque les 
quantites passeront par tous les elats de grandeur. Or la forme analytique 
de f et Tiy rappeile imm^diatement les expressions connues pour les coordonnees 
da point d'application de la resultante d^un Systeme de forces paralleles. 
Considerons donc sur un plan, quatre points A, B, C, D, rapportes a des 
axes rectangulaires, et ayant poor abscisses a, ß, y, cT et poar ordonnees 
a^, ß^f j^j d^. Le quadrilaterc ABCD sera inscriptible dans une pa- 
raboU, comme on le voit aisemenl^ et par suite sera convexe. Si donc on 
applique aux divers sommets A^ B, C, D, des forces paralleles et de möme 
sens, respectivement representees par l, i ^ t'\ i'^', le point d'application de 
lear resultante, sera situe dans son Interieur, et y pourra occuper une position 
quelconque, suivant les valeurs des coniposantes. Les quantites i et ti, repre- 
sentent donc les coordonnees d'un tel point; ce qui donne une image tres nette 
des divers etats de grandeur par lesquels elles devront passer, pour cor* 
respondre ä toutes les valeurs possibles que doivent prendre les qiiantit^s l^ t', 
(\ f\ dans la forme ^>. 

II. 

Determination du minimum de la fonetion T, 

On trouve aisement pour Pinvariant de la forme quadratique (p, Tex- 
pression 

J = tt{a^ ß)^\U\a-yf \tt\a-9f\it' {ß-y)^\er {ß-8f 

Cela pose, formons les equalions -rr- = 0, ^ = 0, ^ == 0, -r^ = ; 
on verra qu'elles se reduisent aux suiventes: 

2/^-./=o, a/'^-^=,o, 2/"^f-^==o, 2r^-^=o. 

Maintenant prenons la somme de deux d'entre elles, et retranchons en la 
somme des deux autres. II r^ultera de la trois combinaisons lineaires distinctes, 
que volci: 

a\a-ßf=t'r\Y-d)\ ir(a-^rf=^ir\ß-d)\ if\a-df^et{ß-Yf. 

Avant d'eo ecrire les diverses Solutions, faisoos cette aabslitution : 

2» 
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' = (a-/J)(a-y)(a-J)' ''' = (ß-a)(ß-r)(ß-^ö) ' '' =(y-a)(y-/J)(y-a) ' 



r'=: 



•(a-a)(J-/JK5-y) ' 
il viendra plos simplement : 

Tr' = rV", tt" = tV", tt"' = tV'. 

Cela pose, comme noas avons seolement a determiner les rapports 
des inoonnoes, prenons par exemple t = 1. On trouvera ces quatre systemes 
de vaiears: 

jr =+1, /T =+1, 

v.r.~\-: 2-.:: = ;;; 3». Kz+J; 

[V"=-l, (t'"=-1, 

Or il est essentiel de rechercher celui qui donne pour t , t\ t\ /'" 
des quantites positives, comme Texige la question. Supposons ä cet effet, 
que oi, ß, Y, S representent les racines de la forme biquadratique, rangees 
par ordre croissant de grandeur. II est aise de voir que le premier Systeme 
condoit seul a des Solutions positives et que les trois autres doivent ötre 
ecart^s. Effectivement, si Pon fait pour un instant: 

X{x) = {X — a){x — ß){x — y){x — d) , 
les quantites t, aaront alors pour valeurs: 





<'=--r^, /"=4--7T-r, r=- 



et Ton sait bien qu'on obtient des resultats alternativement positifs et negatifs, 
en substituant dans la fonction derivee la Serie constante des racines. Nous 
sommes donc conduit a cette expression remarquable de la forme quadratique (p, 

que nous ecrivons en introduisant le facteur — , savoir: 

et il nous reste a former son invariant /1, afin d'obtenir la valeur minimum 
de la fonction T. 

Les quantites | et ri, dont il a ete question precedemment, representent 
pour oette forme ip, les coordonnees du point dMntersection des diagonales 
du quadrilatere ABCD. 
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A cet effet, nous observerons qa*on a par ane formule connue: 

d'oü resulle cette autre expression de <p'. 

Or on en tire sans difficulte: 

i_ («-y)* , 

«• z'(«)«'(y) 
On a d'aiileurs: 

it't"t"' ^ 

~ «Y(«)z'(/J)z'(y)z'(*)' 

donc: 

^ — 777^ — i6«^(«-y) V(a);^(y) ' 
et en supprimant les facteurs commons: 3P= 16a*(a — y)'(/9— ^)^ 

Nous retrouvoDS ainsi les invariants fondamentaux des formes biqua- 
dratiques, comme coefficients de Piquation du troisieme degr6 qui determinerai 
T en fonction de a, h, c, V, a\ Au fond c'est r^quation en 0^ que nous 
avons trouv^e dans la premiere partie, en traitant la rösolution algebrique 
de Tequation du 4"* degre, qui se presente de nouveau. Nous avons en effet 
trouve: ö^ — 0, = ia(a— y)C/9 — c^), donc: T= 16*(Ä, — ^2)'; ce qui peut 
s^exprimer en fonction entiere de la troisieme racine ^3. Les considerations 
suivantes vont nous conduire aux covariants g et h, de sorte que le Systeme 
complet des elements analytiques de la theorie des formes biquadratiques, rö- 
sultera naturellement des principes sur lesquels nous avons fonde la theorie 
arithmetique de la reduction. 

III. 

Expression par les coefficients de /*, de la forme quadratique (p qui correspond 

au minimum de T. 

Nous allons d'abord verifier ä posteriori que la forme 

qui correspond ainsi au minimum de T est un covariant de f; comme nous 
le savons par la theorie generale. Soit i cet effet: 

{a, b, c, V, al){jnx \ uy, nx + vy)" 
= {A,B,C,B\A){^,yr = A{x-(ky){x-i>y){x^cy){x^X>y) 
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et *, la indme forme que y, par rapporl a la transformee (A, B, C, B', A)[x,y)^ 
Cn posant: 

X{x) = (x — a)(a? — i)(a: — c)(a: — b) 
on aura: 

Or au moyen des valeors donnees (1^ parlie IL) pour ^^ a, 6, c, b, on 
trouvera immediatement 



ii^ 



et: 



inX'\-!iiy — a{nx'\-vy) = (»• — aii)(j? — ay), 
/iiar + ^iy — /:?(fU? + ^r) = (w»— /?«)(^ — iy), 

mX'\'(iy—9{nx'\'Vy) = (m— <>ii)(a? — by), 

(m— tt/Q* _ 1 1 

(m— />ii)' _ _J 1 

(m— yw)* _ _i 1 

ai((r) AX\t) * (mir— M^)» ' 

(m^in)^ _ _J 1 

a)C(8) ~ AÄ'(V) * (mir— «^)* ^ 

d'ou resoile qo'on obtient -. — — — ^4^, en mettant dans (p, mX'\-/iy, et 
nx -f i'y, au lieu de x et y, 

Cela pose^ poor evaluer 9 au moyen des coefficienls de f, nous obser- 
verons que la fonctioo resolvante 

a — ß^y~<f 

varie ou conserve sa valeur pour les mömes permulations des racioes a, ß, y, d, 
que la forme tp, Ae sorte que suivant Texpression de Lagrange on a ainsi 
deux fonctions semblables de ces racines. Or nous avons precödemroent obtenu 
(f partie IL) le carrö de la fonction r^olvante en fonction de la quantite 0, 
d*oü il suit que le carri de 9 s'exprimera rationnellement par les coefficients 
de la forme proposee f, et cette m£me quantite 0. Mais il Importe de fixer 
avec precision celle des trois quantitös que nous avons disignies par ß^^O^^O^^ 
qui entrera ainsi dans Texpression de tp^. Et d'abord les trois valeurs 
(a-}-/? — y — <^)% («+<^ — y^/^A (« + y — /^ — ^)N 8*exprimenl respective- 



/• Hermiie, $ur les fonetious hamogdnes. 15 

ment par tf|, 62^ dz\ c'est donc la racine 0^ qae nous aurons a employer, et 
quMl faal essayer de caracteriser, de maniere a Ja faire reconnattre sans 
ambiguite. 

Rappeions a cet effet les relations: 

Comine nous avons sappose les racines a, ß, y, J rangees par ordre croissanl 
de grandeur, on voit qn'on aura: 

«i-Ä2>0, ö|-«3>0, Ä,-Ä3<0, 
si le coefficieni a est positif, el s'il est negatif: 

öx-«2<0, «i-Ö3<0, tf.-«3>0; 
donc dans les deux cas, Q^ est la racine moyenne.| couiprise entre les deux 
autres Bx ^t Q^* 

Ce poini importanl etabli, voici comment on obtiendra ^^ Üe la se- 
conde des expressions pröcedemment donnees, savoir: 

on concluera aisemenl: 

<P = ana-/^)(d-yMa-J)(/g-y) -C<«-ig + y-^)^ a(ßd-ay), 

ö (a/?y -f aytf — aßd — ßySyyix, y)\ 

2 
Le facleur irrationnel -n 3-75 —, rrz r^ ^st un invariant, comme 

egal ä o/g _ß wg _ß y. ; «insi la forme plus simple 

yj = (ö(a_/5-|-y— <f;, a{ßd — ay)^ a{aßy'\'ayd—aßd — ßyd)Xx,yy 

sera un covarianl de f, aossi bien que (p. Or le carre de son premier 
terme s'obtient de soite par la formule 

On en conclut le resultat suivant, auquel nous voulions parvenir, savoir; 

f elant la forme proposee, el ff le covarianl dont nous avons donn^ la de- 
finition au commencement de ce memoire. En effet, on peut dire en general, 
que deux covariants d'une möme forme, qui ont leurs premiers termei^ egaux^ 
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sont par cela seiil, necessairement ideniiqiies. C\est une consequence irome- 
diate de ce que nous avons ^labli (l*^"" partie III.), en dödaisant les fonctions 
f, g ei hf seulement de ieurs premiers termes n, V—ac^ et €^V — ZabC'\'2t^. 
Nous sommes ainsi ramenes par une voie nouvelle a la consideration du co- 
variani g^ et aussi ä la relation imporiante: 

^g''^ir9-jr=^^(jf'\'0xf){9'^0,fHg^e,f) = h\ 

Cbacun des facteurs g-\-Oify ^ + ^2/* g'\'%ff s« trouve *tre en effel, le carre 
d'une forme quadratique analogue a %ff. (Gelte propriete a ete aussi obtenue 
par Mr. Cayleg^ qui m*en a donne recemment communication ; eile est le point 
de depart de la methode de resolntion de requation generale du 4* degre, 
dont j'ai parle au commencement de ce memoire.) Ainsi leur produit est 
bien un carre parfait. En möme temps, nous obtenons la decomposition en 
trois facteurs du second degre, du covariant h, d'oü Ton peut conclure la re- 
Solution de Tequation A = 0. 

IV. 

Des queslions arithmetiques dont les resullats precedents donnent la Solution, 
l&tant proposees deux formes biquadratiques f et f\ on pourra recon- 

naltre si elles sont equivalents, ou non, en caiculant Ieurs transformöes reduites 

» 

F et W. Pour oblenir ces transform^es reduites, on formera Fequation en B^ 
qui sera la möme pour f et f^; car on doit d'abord supposer ä ces deux 
formes les mömes invariants. Cela fait, on choisira ia racine moyenne de 
cette equation en 0, et on en deduira les deux formes quadratiques \p et ip\ 
en extrayant la racine carree des fonctions f-^-Og, f'-^-Og'. 

La reduite F s'obtiendra en effectuant dans f, la Substitution a coef- 
ficient entiers et au determinant un, propre a reduire ip, et la reduite F', en 
effectuant dans f, la Substitution propre ä reduire rp'. Haintenant il suit de 
notre tbeorie la condition ndcessaire et süffisante pour que f et f soient e^ui-- 
valentes et que F et F^ soient identiques. 

En second Heu, si Ton propose de caiculer le Systeme compiet des 
formes reduites qui ont les m£mes invariants i eij, on deduit de la valeur 
minimum de T, ci-dessus obtenue, savoir: T= 16^(^l — Öj)', oü ö, et Ö« 
designent la plus grande et la plus petite racine de Tequation en d^ la regle 
suivante: 

On caiculera tous les systemes de nombres entiers A, ß, C, B', A, 
qui verifient en valeur absolue les conditions: 
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AB^ < {i)\e,-e,)\ A'B^ < (ifio, - e,). 

Ces systemes, en nombre övidenoiineiit fioi, donneronl aiataDt de fofmes 
F, F\ F'\ etc. On choisira les reduites destinees ä representer d£- 
finitivement les classes distinctes de mdmes invariants, en calcnlanl les formes 
qaadratiques ^{F'\'d^G)^ ^{F' -{-d^G')^ etc. et coDservanl seulement 
Celles des formes F, F', etc. aoxquelles correspondront ainsi des formes 
qaadratiqiies redoites, oü le coefGcient moyen ne surpasse pas celai de x^^ 
qai lai mdme ne doit pas surpasser celni de y^. 

Dans une autre occasion, j'espere pouvoir presenter des applications 
nameriques de cette theorie; je me bornerai maintenant k remarquer cette 
circonstance que ponr les formes quadfatiques a facteurs reelles, Tinvariant j' 
est essentiellement limit^ par la valeur donnee de i. Effectivement, comme le 
discriminant P—27f doil 6tre positif, il faut qu'on aity^<C^>^; on peut donc 
dire qne toutes les formes biquadratiques a racines reelles {a,b,c,b',a')lx,yy^ 
pour lesquelles la fonction W — 466' -f 3c^ a une valeur donnee, sont re- 
doctibles a un nombre fini de classes distinctes. 
Paris, Juillet 1854. 
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2. 

8ur la theorie des fonctions homogenes ä deux 

indeterminees. 

Seeond memoire. 

(Par M. Charles Hermite, a Paris.) 



JLians mou premier memoire qui a eu pour principal objet Telode des 
formes biquadratiques^^ j'ai eu soin de considerer separemenU la theorie alye-- 
brique et la theorie arithmelique de ces formes. Relativement aux formes 
ifuadrali(/ue^, une pareille distinction serait inutile, en raison da petit nombre 
de notions algebriqaes qu'il est necessaire d'etablir comme base des con- 
sideratious arithmetiques. Mais des qu'on s^eleve aux formes binaireis de 
degre quelconque, on voit la theorie algebrique^ prendre un developpement 
inatleiidu et digue du plus grand intereL En effet, en presence des elements 
anaiytiques nouveaux, dont eile manifeste Pexistence« les notions les plus 
simples et les plus faciles qui nous sont reqnises par Tetude des formes 
quadratiques, viennent alors s'offrir sous un tout autre aspect. et parfois 
donnent naissance ä des notions nouvelles. Je me propose d'en montrer ici 
un exemple^ en traitant de la distribution en ordres des formes cubiqutBH et 
biqnadralitiues. 

M. Eiseuistein, dans son beau memoire intitule: Nouveaux theoremes 
d'arithmetique transcendante, publie tome 3d de ce Journal, a deja remarque 
que la presence des formes adjoinles dans la theorie des formes quadraliques 
ternaires, conduisait a faire reposer la distribution en ordres de ces formes, 
sur un principe nouveau et different de celui que jM. Gauss a donne pour les 
formes binmres, Nous allons voir que pour les formes cubiqnes et biqua-- 
dratiques, le principe de M. EisetUftein, va lui-meme se presenler sous un 
jour plus elendu, et conduira a trois subdivisions differentes de la tulalite des 
formes qui possedent les mdmes invarianls fondamenlanjr, 

G'est !ä d'ailleurs un resultat qui appartient en propre aux formes dont 
nous parlons: de sorte que la forme du cinquieme degre et celle de degres 
plus eleves, donnent Heu pour la distribution en ordres a des considerations 
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toutes differentes. Plusieurs autres faits se presenteront, comme nous Tavons 
deja anoonce dans la soite de ces recherches, pour manifester dans des cir- 
constances variees, cette difference de naiure qu'on rapproche nalurellement 
de cette difference analytique si profonde, enlre les racines des equations des 
quatre premiers degres, qui s'expriment par simples radicaux, et ceiies de 
degres plus eleves qn'il est impossible d'obtenir de cette maniere. 

Dans Tesperance que de pareilles considerations interesseraient peiit- 
ötre, j*ai developpe avec details, Papplication aux formes du cinquietne degre 
des propositions algebriques generales sur lesquelles reposent la distribution 
en ordre des formes binaires. Plusieurs des resultats qui se presenteront 
dans cette application, se retrouveront d'ailleurs et joueront un röle important 
dans l^etude speciale des formes du cinquieme degre, ä laquelle je consacrerai 
prochainement un nouveau memoire. 

I. 

Principe de la distribution en ordres des formes binaires. 

U est un point de vue sous lequel la notion des ordres de classes 
quadratiques de möme de'terminant s'etend immediatement a toutes les formes, 
quel que soit leur degre et le nombre de leurs indeterminees. Ainsi, en ne 
considerant que les formes binmres, et ieur appliquant la methode suivie par 
M. Gauss dans le §. 226 des ^Disquisitiones Aritbmeticae'\ on peut nommer 
primitives, toutes les formes 

de mömes invarianis, dans lesquelles le plus grand commun diviseur de 
a, by c, etc. est Tunite. Ceia dit, Tordre proprement primitif, sera defini 
comme reunissant toutes les formes dans lesquelles le plus grand commnn 
diviseur de 

a, mb, — j-g — c, etc. 

sera Punile, et ensuile on obtiendra autant d'ordres tmproprentent primtifs 
que le plus grand commun diviseur de ces mdmes nombres pourra recevoir 
de valeurs disünctes. 

Maintenant) si Ton passe aux formes 

dont les coefficients A, B, C, ... ont un plus grand common diviseur ^, on 

3» 
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poarra les nommer diriv^ des formes pritnilives /*= -jF. Cela pose, poor 

chaque valeur de d^ on aura an groupe de formes dörivees, dont la distri- 
bution en ordres saivra immidiatement Celles des formes primitives qoi lear 
correspondent. Rien de plus facile, on le voit^ qae cette premiere extension 
des principes de Hr. Gauss qa'il nous a suffi d'indiquer en peu de mots. 
Mais des qu'on considere d'autres formes qne les formes qnadratiques a 
deux indeterminees, on voit Intervenir de nouveaux elements analytiques qui 
jouent dans toute la theorie on röle essenliel; ce sonl les formes adjointes, 
et les formes nommees covariants par Hr. Sylvester. Ces deux genres de 
formes ne sont pas essentiellement distincts, comme on le sait, dans la theorie 
des formes binaires; ils se ramenent aax seuls covariants dont je crois de- 
voir encore rappeler la propriete caract^ristiqne. 

Seit 

une forme binaire, et sapposons qu^on ait idenliquement: 

(a, b,c,.. .nSx + IV, TJX -f Ti'yr = (^> B,C,.. O?^, yT, 
on donnera le nom de covariant de f, ä toute fonction (p{a,b,c,...; x,y) 
rationnelle et entiere en a^ b, c, ...; x, y, qoi satisfait ä la condition 

{A.-) {^' — ri§yq>{a,b, €,...; Ix-j-^r, i7^ + Vy) = <iP(^. Ä, C, ...; x,y\ 

Pexposant de la pnissance k laqnelle est eleve le determinant de la Substi- 
tution ^^ — rii, etant entier et positif. Cela pose, il esl bien facile de re- 
connattre que le plus grand common diviseur des coefficlents d'un covariant 
quelconque (p, de la forme f, sera un element numerique, caracleristique de 
la olasse enliere a laquelle appartient cette forme* Nommant pour un instant, 
(p', une expression setnbtabte ä (p, mais se rapporlant a une forme f arith- 
metiquement equivalente a f, il sui| de Tequation iA.), que (p et q)' seront 
elles mdmes arilhm^liquement equivalentes, et auront necessairement le m£me 
plus grand commun diviseur pour leurs coefficients. L'ensemble des classes, 
f> fit Z?) ^t<^« qui ont les mömes invariants, peut 6tre ainsi divise en ordres, 
en appliquant le principe möme de Mr. Gau^fs, tel que nous Tavons presente 
tout-ä-rheure, aux covariants (p, (pi^ (p2^ etc. qui leur correspondent re- 
spectivement. Et par la, on voit s'offrir autant de divisions en ordres, que 
de covariants distincts, de sorte que l'idöe arithmetique tres simple, qui nous 
a ete donnee par la theorie des formes quadratiques , re^oit par le fait de 
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rexistence des divers coyariants, nn diveloppement aussi interessant qoe 
difBeile a soivre. On est conduit en effet a ees problemes, sources de 
belies recherches analytiques: 

l^ Troayer tous les covariants des formes d^un de^e donne. 

2^ Troayer comment dipendent des invariante fondamentaux, les divi- 
sears d'an covariant qaelconque, qai fournissent les caracteres d^nne 
divisioQ en ordres, relative ä ce covariant. 

3^ Comparer entre elles toutes les divisions en ordre qni reposent sar la 
considiration des divers covariants. 

C'est la Solution de ces qoestions que nous nons proposons d'offrir 
ponr les formes cubiques et biquadratiques. Elle se fonde principalement 
sor les propositions gön^ales que nous allons etablir. 

IL 

Propositions sur les covariants des formes binaires. 

1^ PropoeUion. Soient ß et h, deux covariants quelconques de la 
forme 

/•= {a,b,c,...T(^,yr, 

de sOrte qa^en faisant: 

(a, b, c, ...Tikx^xy, Ic^l'yT = (^, B, C, .,.)(?. yT 

et ponr abriger: 

CO = kl — xl, 

on ait: 

(!•) ^'if(a,b,c,...; kx + xy,lX'\'ly) =^ g{Ä,B,C,...; x,y), 
(3,) (o^A{a,b,c,...; &x-f «y^,fcr-fiy) = A{A,B,C,...; x,y). 

Je dis qu'en pusant: 

(3.) 9{a,b,c,...; xX-^^Y,yX^-^Y)=^e{a,b,c,...f x,y,X,Y\ 

on aura Tidentite 

(4.) a}'eia,b,c,...t Äx-f «y,te4-i>,-¥,a)'+* F) =0(^,11, C,...; x,y,X, Y). 

Ainsi les coefficients des divers termes en X et Y dans cette fonction $, 
se verifieront de mime forme que (1.) et (2.)> et seront deslors des 
covariants de ^ 
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Soit: 

iiommons U et V, ce que deviennent respectivement u et v, quand on rem- 
place les coefficients a, by c, ... qui entrent dans la forme A> par J, B, C, ... 
de Sorte que; 

je vais etablir comme lemtnc, qa'on anra: 

J'observe ponr ceia que ridentil^ C^O« ^^ ^^ 9^' revient an mdme, 
Celle -ci: 

a)*h{a,b,c,...; S,v) = h{A,B,C»...} x,y) 

donne par la differentiation : 

dh{A,B, €,...; s,y) _ A. dHa,b, €,...; |,q) , , dh(a,b,c,...; ^,t} )\ 
C^'J di — «>^Ä g| -t-/ g^ |, 

g dh(A,B,C,...; s,y) __^ ^j« L aA(a,A,c,...; §,17) .^ aA(o,&,c, ...; g,i7) | 
Or les 6qoatioBS (5.) donnent immediateinent: 

et en substituant les valeurs des deux derivees partielles que fourDissent les 
equatioDS (7.) et (8.), il vient precisement l'6quatioii (6.) que nous iiious pro- 
posions d^etablir. 

Cela pose, revenons a la relation (1.)? que nous alions r^produire en 
ecrivant 17 et F au lieu de x et y^ savoir: 

(9.) io'g{a,b,c,...s Äü-f xF,/ü-{-iF) ^ g{Ä,B,C, ...; ü, F), 

et a la relation (3.) par laquelle est definie la fonction 0: 

(10.) g{a,b,c,..,; v,v) = e{a,b,c,...; x,y,X,Yy 
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Si dans cette derniere identite poqs substiluoDs A, B,C\ ... ä a, 6,0,...^ 
il faudra aassi mettre ü et V au licu de u et v, et il viendra: 

g{A,B,C,...; U,V) = e{A,B,C,...; x,y,X,Y), 

oa bien, a cause de requation (9.): 

io'^gia^b.c,...; kü-\ xVJV \ XV) = Ö(^, B, C, ...; a?,y,X, F). 

Maintenant il resulte du lemme precedemmenl etabli (equat. 6.) que 
kU-^xV, lU-\-lV, qui entrent dans le premier membre^ sont ce que de- 
viennent respecfivement u et v, lorsqu'on y remplace x et y par | et ij, et qu'on 
mulliplie Y par co'+\ L'expression g (a, b,c, ...; kU-^-xV, lU-^- X V) n'est donc 
aulre chose, en verlu de requation (10. J, que 0(a,b,c,...; j^*, 7;, A, co'^* F), et 
Dous obtenons de la sorte la reiation que nous voulions etablir, savoir: 

u}'e{a,b,c,...;l7j,Xio'^'y) = e(A,B,C,...;x,y,X, F). 

On peut aisement juger par cette premiere proposition, de la multitude 
des covariants qui existent pour une forme donnee. Ainsi, en prennant g 
et h egaux a f, qui est evidemment un covariant par rapport a eile möme, 
00 en obtiendra un certain nombre, avec lesquels on pourra encore employer 

10 m6me thec^eme. Si donc on ne retrouve pas ainsi des fornies obtenues 
precedemment, on verra de nouveaux covariants nattre de tous ceux qui de 
sont dejä presentes, et il semble bien difficile de deduire de la une expression 
analytique generale pour tant de quantites qui peuvenl, tout en restant dans 
le m6me principe, nattre ies unes des autres, de tant de manieres diffe* 
rents. Voici ce quMl m'a ete donne de trouver apres de longues meditations 
sur ce sujet. 

2' Pro/ßosition. Nommons covariants associes a h, ceux qui re- 
sultent de la premiere proposition lorsqu'on suppose g egal a la forme f: 
je dis que tout covariant de ^ quelqu'il soit, ou au moins son produit 
par une puissance entiere de h, sera une fonction ralionnelle et entiere 
des covariants associes. 

Pour mieux preciser d'abord, cette notion des covariants associes, re- 
prenons 1 expression analytique qui leur donne naissance, savoir; 

(a.i,c,...X.x-'^r.yXi.'^ry. 

11 conviendra, en nommant n le degre de A en o: et y, d'ecrire — F au lieu 
de F. Cela etant, si Ton met en evidence Ies coefficients des divers termes 
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en X et Y, il est clair qiie celni de X^, sera la forme proposee f, et en 
faisant: 

ces qaantites A^^ A, , ... h„ seroDt ce qne nous nommoD8 dorinavant les 
covariants associes a ü. 

Cela pose, seit n{a,b,c,...; x,y) un covariant quelconque de ff nous 
ponrrons ecrire les deux identites: 

{a,b,c,...T(a:Xi-x'Y,yX+yYr = (A,B,C, ...^X, Yr 
{xy' — yx'fn(a,6,c,..:;xXi-x'Y,yX'{-yY) = n(A, B,C, ...; X, F), 
^ etant un certain nombre eotier. Haintenant faisons: 

' = _ j_ e* , ^ i^ dh 

les coef&cients A, B,C, ... deviendront respectivement f, Ai, A,, etc., et le de- 
terminant xy — yx', la forme h eile möme. SupposoDS encore dans la seconde 
eqaaHon Jl= 1, Y=^0^ son second membre se reduira övidemment aa coef- 
ficient de la puissance la plas elevee de X, fonction rationnelle et entiere 
de A,B,C,... que nous designerons par (A,B,C,...). l\ vient donc ainsi 
r6quation suivante: 

(11.) h^n(a,b,e,...; x,y) = (^, *!,*„...) 

par laquelle notre proposilion se trouve demontree. 

Pour en monlrer immediatemenl une application, nous allons faire voir 
que tous les covariants d'une forme quadratique f={a,b,c)\x,yf^ s'obtiennent 
en multipliant une puissance de /"par une puissance de rinvariant ^^ — ae, 

Remarquons d'abord que le second membre de la relation (11.)) est 
homogene en ^ A|, A,, etc., car il pro vient de Texpression (A,B,C, ...) qui 
est necessairement homogene en A, B, C, . . . puisqu'en general tont co- 
variant d*une forme est une fonction entiere homogene des coefficients de 
cette forme. Cela etant, on trouve en prennant A = f: 

et; 

f . n (a, b, c; x, y) = {f, 0, (ac - *')n. 

Or le second membre, devant ötre homogene par rapport au deux qoantUet 
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f et (ac — b^)f, ne peut ötre quo ie produit d'ane puissance de /* par une 
fooctioD de rinvariant, et poar qu'un tel resullat seit aassi homogene en 
a, b, c, cette fonction de Piovariant doit ötre projportionnelle a une simple 
paissance. Donc tout covariant de la forme quadratiqae proposee, fonction 
rationnelle et entiere de x, y, ei a, b, Cj par definition, est compris dans la 
formule {b'^ — acy.f^, i et k etant entiers. 

Si simple et si prevu que füt ce resullat, je n'ai pas cru inotile de 
Fetablir rigoureusement, a cause des consequences qui s'en deduiront par 
rapplication de la loi de reciprocite: consequences que j'ai d^ja indiquees 
dans le Journal de Mr. Thompson. D'ailleurs il montre sous un certain point 
de vue, comment les formes guadraiiques se disünguent de formes cubiques 
et biquadratiques , dont nous allons nous occnper, tout en partageant avec 
elles une propriete caracteristique que nous verrons tout-a-coup disparaitre 
dans les formes du dnquieme degre. Nous ferons preceder ces qnestions 
de quelques remarques sur le Systeme particulier des covariants qui sont asso- 
eies a la forme p»oposee. 

m. 

Sur le Systeme des covariants associes ä la forme proposee. 
On i'obtient en mettant en evidence, les divers termes en X et Y, 
dans Texprossion 

(,,»,.,...XxX-lf r. rJr+l.gy)-, 

de Sorte que si nous faisons: 

les covariants associes ä /", se trouveront designes par /[, /i, . . . /*^. Leurs 

Premiers termes s'obtiennent facilement; car en faisant y=0, dans les ex- 

pressions 

a:X-^.^Y et yX-^^Sr , 
m oy "^ ' m. dx 

elles deviennent simplemenl: 

xX-bY et aY. 

En faisant pour abreger ^ ^^^_^ m—iA-i 'aT^^^ ^'^^^y^^ ^° trouvera ainsi: 
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Ce coefficieot (pi{—b,a)^ est divisibLe par a^ comme od ie voit aisemeiit; il 
s'eosuit, qa'en employaat la melhode donnee dans mon premier memoire, ponr 
deduire uq covariant de son premier terme, on obtiendra la forme fen facteiir 
commun dans la serie eotiere des covariants associes. Gelte remarque faite, 

je vais etadier de plus pres les quotients — (pi{ — b,a)^ en sopposant ä f les 

valeurs 1, 2, 3, 4, 5, pour lesquelles on trouve les coef&cients de /> saivant 

Tordre alphabetique : 

I 
— yi(-*>«) = 0, 

—(p^{—b,a) = — 6^4-fic, 

l^?, (- 6, a) = 2** - 3«6c+ ö^rf, 

JL(p,(—b,a) = W^tOacb'^iOb^dä' — bbeä'-i^fa*. 

Introduisons pour cela, les expressions suivantes; savoir: 

A, invariant de q>%{x,y) z=b'^ — ac, 

B, id. 9)3 (^, y ) = (4c — adf — 4 (A^ — ae) {c" — bd), 
Cy id. 9)4(0:, )r) = fl^ — 4W+3iJ^, 

D, id. (ps{x^,Y) = («/•— 3Atf-f-2crf)*— 4(/iÄ— 46rf4-3c^)(6/^— 4w+3<«'), 

OD verifiera sans peine les relations: 

— ip^{—b,a) = —A, 

Cela pose, soient ß, g', les invariants analogues a A, V, mais relatifs aiix 
formes - ..^ 
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i (d*f ay d*f jir^ öyyx fV 

m.m—i .i»-2.m— 3 W« ' öx'ör' äPcp* 3x3/" ör*A^» 'y' ' 
et h, et A', les qaantites: 

m{m—2)\dx'dy "3y 3*/' 

., _ 1 /ay' 9/- ay df\ 

~ 4m (m— 3) Vax '9;- 3^ * ajr>'' 
OD aur9 ces expressions des premiers covariants associes de f, savoir : 

Ceia resulte immediatement, de ce que leurs termes les plus eleves en Xy 
ont precisement pour coefGcients les quantites y^C— i, ä), (pz^—^y ^\ ö^c. Mais 
je ne m'arreterai pas a le verifier, m'etant seulement propose de faire voir, 
comment viennent s'offrir dans ma thöorie, les covariaDts auxquels Mr. Sylvester 
a donne les designations de Heesieurs oo DemanantSy et qui ont ete nommes 
precedemment g, g\ ^\ 

IV, 

Division en ordres des formes cubiques. 

D'apres ce qae nousavons dit en comnAen9ant, le point de depart de 
ceite theorie de la division en ordre3 9 est la recherche complete de tons 
les covariants des formes cfsbiquee. Neos allons nous en occuper, en nous 
fondant sar les propositions generales precedemment etablies. 

Soit la forme propos^e: 

on trouvera d'abord pour ses covariants associes, fi elant identiquement nul, 
les expressions f^=—fg, f^=i—fh. Afin d^introduire par la snite 2jr au 
lieu de ^/ nous ecrivons: f2= — ^fy, et nous aureus ces valeurs: 

y = (2 (*' — ac), 6c — ad, 2{c' — bd)f(x, y )% 

/i = (2*^-3fl*c+flV, b^ci^abd-'2ac\ ^c'b^2b^d-'acdy ^2i^-\'Sbcd-ad'Xx,y)\ 

Cela pose, rechercbons si d'autres covariants ne naitraient pas, par 
exemple, du developpement de: 

4* 
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Or on troave sans peine qoe: 

J designant rinvarianf uniqae de f, savoir: 

J = {bc-adf - 4(*' - ac){^ — bd) = 4ac'-f 4dft^-f ted" - ßabcd— 3AV. 
Ce sont donc encore f ei h qoi se prösentent, mais accompagnes maintenant 
do rinvariant J. Notre seconde proposilion (§. IL) conduit ainsi a ces denx 
conclasions: 

Tont covariant de la forme cubique f, est exprimable^ soit de 
cette maniere: 

(1.) (?=^^\ 

soit de la saivante: 

(2.) e = ÜLL^^ 

las deux numeratears etant des foDctions ratioDoelies et entieres des 
diverses qaantites qui y entrent, et les exposants u et v, etant entiers. 
Or de la il est facile de conclnre, que peut egalement s'exprimer 
par ane fonction entiere de f, g^ h et J, 

Pour etablir !a demonstration^ j'observe d'abord^ quc deux quelconques 
de ces trois quantites, f, g, h, peuvent ötre regard^es comme entierement 
independantes. Od le voit en consid^rant un cas particulier. Soit p. ex. 
f=:a:^'\'y^, OD trouvera : ^ = — 2 jy^ h==x^ — y'^: quantites qni, eDvisagees 
deux ä deax, ne peuvenl dlre liees par aucuoe relatioii, iodependante de x 
et y. Mais entre fj g, et h, udo teile reiation existe Decessairement, et 
s'obtient en comparant les invariants des deux formes {flyb^Oyd^ix^yf et 
(^.0, — i/5/,/AK^> 5^A qui soDl respecUvemeDl 4 et rh^~\t^^ Or la 
secoodO) rösultant de la premiere, par la Substitution lineaire au determinant f, 
qui donne naissance aux covariants associes a f, on Irouvera: 

et plus simplement: 

(3.) jr\w=-i^- 
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(Cette equation a ete recemment indiqqee par Mr. Cayley, dans ud 
oinemoire inlitule: NouTelles recherches sur les covariants.) 

Cela pose, j'observe qoe les namerateurs dans les expressions (1.) et 
(2.) de 0, pourront £tre rameaes en verta de cette relalion, ä contenir seale- 
ment la premiere puissance de h; ainsi on pourra ecrire: 

les DOQvelles fooctions, 77^, /7x, 4^o, ^i, etant essentiellemeot entieres en f, 
y, et J, 

£galons maintenant les deax expressions du covariant 6, il viendra: 
Or je dis qu'on devra avoir separement: 

(4.) ^ n^{r.g. ^) = ^ *.)(/; g. ^) , 

(5.) jjin,{f,g,J) = ^4>,{r^g,J). 

EfFeetivement, s'il n^en etait pas ainsi^ on aarait entre f, g, h, une eqnation 
essenlielienient distincte de (3.), contenanl h an premier degre seolement. 
II serait donc possible, en climinant cette quantife^ d'obtenir entre f et g^ 
une relation independante de x et y; contrairement a ce qne nous avons 
precedemment Stabil. Or Tegalite (4.), lorsqa'on a cbasse les denominateurs, 
prouve immediatement que ü^ est divisible par /'^, et 0o P&i* S""^ ^^^ <^<>d* 
sequence toute semblable se tire de Tegalite (5.)* Ainsi nous avons ce 
tbeoreme : 

Tout covariant de la forme cabique proposee f, est une fonction en- 
tlere de /*, y, h et de Tinvariant J; le covariant h, pouvant 6tre regarde 
comme entrant seulement au premier degre dans cette fonction. 

Deiä decoulent beaucoup de consequences sur lesquelles nous aurons 
a roven\ dans la suite de ces recherches. En nous bornant maintenant ä 
oe qui se rapporte a la division en ordres des formes cubiques^ nous voyons 
qne cette division peut ötre faite de trois manieres differentes. 

Soient en effet: f, f\ r^^^^f^^ 'e» formes par lesquelles on peat 
representer la totalite des classes cubigues differentes pour un mdme in- 
variant J; a ces formes correspondront d'une part, les covariants f/uadra-- 
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HqueSj g^ g\ g^\ ...^'^ el de Taulre les covariants cuhiques, h, h\ K\ ...h^'\ 
Cela pose, chacao de ces trois groupes de formes, que pour abreger nous 
nominerons (/*), (g) et (h), poarra toal d'abord iStre iDdividuellement dm'se 
en ordres, en appliquant le principe de Mr. Gaitss, tel que nous Pavons pre- 
sente (§.!.)• Or en reunissant dans le möme groupe, toütes les Formes de 
(/*), dont les covariants quadratiques appartiennent au mfime ordre dans (g)^ 
on obtiendra une seconde division en ordres de (f), que nous dirons attachee 
a g. Et sembiablement, si Ton prend pour point de depart la division en 
ordres de (A)» et qu*oo reunisse encore dans un möme groupe les formes 
de (f), dont les covariants cubit/ues appartiennent au möme ordre de (h), on 
arrivera ä une troisieme division en ordre de (f), que nous dirons attachee 
a h. De ces deux dernieres divisions, celle qni est attachee ä g^ a la plus 
grande importance; comme nous nous reservons de le montrer dans un autre 
memoire. Elle sert de base en effet a la d^termination complete du nombre 
des classes cuhiques pour un invariant donne: recherche que Mr. Eisenslein 
a deja traite d^une maniere aussi ingenieuse qu'elegante, mais seulement dans 
un cas particulier. Pour ce qui regarde la division en ordres attachee au 
covariant h, je ne puis la justifier que par Tanalogie avec la precedente, car 
jusqu'ici je n^ai pas encore ete amene a en faire usage, et a la caracteriser 
par quelque propriete arithmetique particuliere. Cependant dans plusieurs cir- 
conslances, j*ai vu le covariant h, jouer un r6le important^ et j'en vais citer 
un exemple, qui se rapporte precisement a la recherche du nombre des classes 
cubiifves, II est necessaire dans la methode que j'ai suivie, d'ohtenir Tex- 
pression analytique de toutes les formes, pour lesqueiles le covariant quadra- 
tique est le mßme. Or f designant une forme determinee dont le covariant 
quadratique est g^ toutes les autres qui auront le mdme covariant, seront 
donnees par la formule: tf-\-uhj h etant le covariant cubique de f; t et ii 
des constantes liees par la relalion 

/^- Jti^ = 1. 

II me reste encore a indiquer comment les diviseurs communs des 
coefficients de fy g^ ou h, dependent de ^. Or en nommant ^^ fi^ v^ ces 
diviseurs, et remarquant que les invariants de ff g^ h^ k savoir: J. J^ et d^^ 
sont respectivement des fonctions homogenes du 4^ du 2* et encore du 4"" ordre, 
des coefficients de ces formes, on voit immediatement que: 
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X* est an divisear de J, 

AtMd ^> 

V* ii J". 

A ces relatjons, il faut aqssi joindre les suivantes: 

X^ est an divisear des coeilficients de y^ 
X' ii. ......... . Ä, 

iti id 2Ä. 

Les deax premieres sont evidentes, et la. troisieme sait de r^qaation 

dxoy dydx^ 
dont le second membre coniient le facteur troia, qui est amene par les dirivees 

partielles ^, |J- 

V. 

Division en ordres des formes biqaadratiques. 

La recherche du Systeme complet des covariants est le point de d^part 
de cette qnestion; comme de la pröcedente. Nous allons la traiter en noas 
proposant de mettre dans tont son joar, Tanalogie qae neos avons reconnue 
a cet egard, entre les formes cubiques et bi^uadraüques. 

Soit, en conservant les d^nominations de mon premier memoire, 

la forme proposee; ses covariants associes seront d'apres les formoles g6n6- 
rales donnöes a la fin da (§. IIL): 

A = 0, 

i etant ^invariant quadratique aa^ — 4bV'\-3c'; y et A, les covarianU 
qae nous avons dejä consideres, savoir: 

g = (^b'—ac, Kftc — a*'). i(3c'--26y— tfö'). üb^c-aTb), b'^—a'cjlx.yy, 
Ä = (p, (/, r, s, r\ if, p'S(^, yf, 
en faisant pour abreger: 

p = 2b'-3abcfä'b\ 6y = 66'c-9ac^+2a**' + flV etc. 
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Cela posa, les GOYariants associes ä ß, resulteront de ridenüte soiTanie 

(.,*,«,*-,.-X,x-4..|f. ri+4 gr)' 
= (/",<*-- Wü/"+«). -**(#+»), -^4-A*(y+<*,'H* ry, 

qo'on Terifiera par un calcoi uo peo long, quoique saos dif&colte, eo redaisant 
les covariaols ä leors premiers termes. li eo resulte qae noos retrouvoos les 
qnantites f, ff, k, accompagnees des deax iovariants t et / Ainsi ia seconde 
propositioD du ($. II.) condnit ä ces deux conclusions: 

Tool coTariant B de Ia forme biqnadratique f^ est exprimable, soit de 
celte maoiere: 

(1.) e = ^lfiJLtJj}, 

aoit de Ia soivante: 

les deox nomerateors etant des fonctions rationnelles et entieres des 
diverses quantites qoi y eotreol. et les exposants, u, v^ etant eotiers. 

Je vais maintenant etablir que pent egalement s^exprimer par nne 
fonction eotiere de f^ g, h, i et/ J*observe d'abord qne f ei ff ne sao- 
raient ötre lies par aacone relation independante de x ei y; comme on ie 
voit en considerant le cas particnlier de /'=x*-|-y*, qui donne ff= — jr^, 
Hais nne teile relation existe entre f, ff, et h, et a ele etablie dans mon prä- 
mier memoire, savoir: 

Or on voit qoe les nomerateors dans les expressions (l.et2.)detf^ ponrront 
£tre ramenes ä Taide de cette relation, a ne cooteoir qoe Ia premiere poissance 
de A. Ainsi on poorra ecrire: 

n f,ff,h;i) = n^X9;i.j)\hn,:f,ff;i,j], 

les nonveiles fonc'ious U^^^ 77|, 4>o, ^i* etant essentiellement entieres en 
ff fff A> ' ei j. li süit de Ia. eo egalant les deox expressions do covariant Bi 

done, achevant de rflisooner absoloment comme nous Tavons faii pour les formes 
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cubiques, od obtiendra les ^qaations separees: 

desquelies ii resulte qoe H^ et ü^ sont divisibles par f*; ^„ et ^1 par fff". 

Aiosi Dous avons ce theoreme: 

Tout covariant de la forme biquadratique f, est une fonction rationnelle 
et entiere de f^ g, h, et des deux invariants i,j, le covariant h poovant 
£tre regarde comme entrant sealement au prämier degre dans cette 
relation. 

Pour proceder maintenant a la division en ordres, il conviendra d^in- 
trodaire au üeu de ^ et h, 6jf et 6h, qui ne contieodront ancun coefficient 
fraclionnaire. La metbode que nous avons employee pour les formes cubiques, 
donnera alors trois divisions differentes de Tensemble des ciasses distinctes 
qui ont les mdmes invariants i et/ L'une sera directement deduite de la 
considiration des diviseurs communs aux coefiicients des formes qui repre- 
sentent ces ciasses; les autres seront respectivement attacbees a 6y et 6A. 
Mais moins avances dans T^tude arithmetique des formes biquadrafiques, nous 
ne pouvons oncore, comme nous Tavons annonce pour les formes cubiques, 
attribuer a aucune de ces divisions, d'autres proprietes que celies-lä mömes 
qui leur servent de definition. Nous nous bornerons donc a la recbercbe des 
relations qui existent entre les diviseurs des coefficients des formes f, 6g, %h, 
et les invariants i, j, recbercbe qui exige plus de developpement que dans 
la tböorie des formes cubiques; car eile depend de la determinalion des divers 
invariants de 6g et 6h. Nous nous occuperons, d'abord ä cet egard, de la 
forme g, mais en nous pla^ant a un point de vue plus genöral, afin d'en tirer 
occasion de presenter quelques remarques sur un beau tbeoreme qu^a donni 
Mr. Hesse, et qu'on peut enoncer ainsi: 

Seit F une forme biquadratique compos^e linöairement en f e^g, savoir 

F=tf-ug, 

t ei u 6tant des constantes: si Ton nomme G le covariant diduit de F, 
comme g de f, on aura: 

G = u^g-ff, 
u' et t', disignant de nouvelles constantes. 

CreUe*t Joarnal f. d. M. Bd. LH. Heft 1. 5 
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Une nouveile demonstration de ce theorime resolte d'abord imme- 
diatemoDl de ootre proposition, qae tous les oovariants des forroes biquadra- 
tiques sont des fonctions entieres de f, g^ h. EflPectiveroent, la forme G, 
qui sera evidemment un covariant de f, doit ötre, comme cela se voit a priori) 
du quairieine degre en x et y. Or les seals oovariants du 4*" degre, qui 
puissent resoiter d'une fonetion entiere de f, g, h^ sont des fonctions lineaires 
de f et g. G est donc, comme la forme F eile möme, une expression de 
cette nature. Cela etant, on trouvera, comme il suit, f et u*, au moyen de 
t et u. Nommons : 1, J e\ H, les quantites analogues a i, j, et h, pour la 
forme F. Entre ces quantites on aura la relation 

W-IGF'-JF' = H\ 

que j'ecrirai ainsi: 

(4,0,-ii, -JKC,F)» = fl^ 

Or on reconnait immediatement par Texpression de 11 aa moyen des d^riv^es 

.. „ dF dG dF dG ,, 

parhelles -^, ^, -^, -^, que Ion a: 

H = (tu' — ut')h. 
Nous poovons donc poser: 

^4, 0, - i i, - JXG, Ff = IP= (tu' - vty A» 
= (/«' - uff (4, 0, - i», -fUff, f)\ 
et en observant que les equatioos 

F=if-ug, G^u'9-t'f 
donnent: 

__ uG-^vfF _ tG-\-t>F 

f ~ tu'—uV ' ^ ~ tu'—ut" 

(4,0,-ii, -J)(G,F)' 

— {lu ui ) \^4, u, t», JAtu'+uf ' tu'+ui' ) ' 

cette derrifere relation pect eile möme evidemment se ramener a la suivante: 

(3.) {tu' - ti/'H4, 0, - i /, - J){G, ty 

= (4, 0, -ii, -jT(tGA-fF,uG-\-u'F)\ 

qae noas allons traiter comme identique par rapport ä & et F. 

A cet effet je designe pour un instant par (p{t,u)^ la forme cubi- 
qae (4, 0, — i^t, — jK',«)'. On trouvera, en egalant les coefficients de 6^ et 
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expressioDS bien simples comme on voit. 

Mais DOtre principal objet est d'obtenir les invariants / et J, qu'il itous 
faudra toul-a-l'beure employer daDS le cas particulier oä F=6ff, Soient 
dans ce bat^ x ^^ V^> I^^ covariants quadratiqae et cubique de ^, savoir: 

v = (- 16;> -*•^ - *(;, -^e-4fKt, uf. 

on trouvera, en employant les valeurs obtenues pour /' et ts': 
(4,0, -ii, -i%,e-^/£F. uG^^.I^F)- 

car noQs avons ete aroenes a faire usage prec^demment de la substitation qai 
donne naissance aux covariants associös. L'^qnation (3.) devient ainsi, en 
remplacant tu' — uf par \<p: 

et Ton en tire: 

^ = ix = Khlj^^^m^uf, 

En particulier, si Ton soppose /==0, ti=— 6, afin d'obtenir F^=%g^ on 
trouvera: 

1 = 3P, J = P-b4f. 
C'est la le resnllat que nous voulions ^tablir pour arriver er caracteriser les 
nombres entiers, divisears des coefficientb de 6^. 

Nous allons maintenant proceder a une rechercbe analogue reiativement 
aux coefficients de la forme 6A. Gelte recbercbe tout d'abord semble pIns 
difficile; car nous ne possedons aucune proposition sur les invariants des forroes 
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du 6"" degre. Mais il so presente ici le premier exemple d'un fait reroar- 
quable, qoe nous verrons plas tard se reproduire dans bien des circonstaoces. 
La forme h possede en effet cette singuliere propriete que tous ses invariants^ 
sont 00 le discriminant, oa les paissatices du discriminant de la forme biqua- 
dratique proposöe f. Voici, je crois la maniere la plus facile, de le demontrer. 
ImaginoDS qoe par une Substitution S, au delerminant un , on fasse evanouir 
dans fy les coefficients de a^y et xy^t de sorle que la Iransformöe obtenne seit : 

F = {A, 0, C 0, A)lX, Y)\ 

Gelte Substitution effecluee dans A, donnere precisement pour transformee la 
forme H qu'on deduirait de F, par ie möme loi que h de f. Or on trouve 
ainsi : 

H = (0,i-4(JJ'-9C^), 0,0,0, -i4'(JJ'- 9C^),0f(2r, Yf. 

Cela pos6, un invariant quelconque de h^ fonciion homogene de p^ q, 
^9 ^f ^\ q'f p\ ne changera pas de valeur en substituant a ces coefficients 
ceux de la transformee £f. Hais par la, cet invariant devient une fonction 
homogene des deux seules quantites A(AA'—9C^) et A\AA'—90), et 
m6me une fonction qui ne doit pas changer par rapport a la Substitution 
Jr= — Y', Y=X'; il ne peut donc dtre que /iro/for/toitn^/ a une puissance 
du produit AA'{AA — 9CP)\ Or ce produit s'exprime aisement en • ei j: 
car F etant une transformee de /*par une Substitution au determinant \, on a: 

t = AA'-^dC, j = C{AA'-C) 
et par suite le discriminant J a pour valeur: 

j = P-27f = AA{AA'-9Cy] 
d'oü resulte ce que nous avons annonce. 

Ceci etabli, on seit par un tböoreme de M. Cayley, que Texpression 
Pp'—^qq'-^ibrr'—iOs' 
est un invariant de la forme (p,g,r,s,r\q\p'X^,yf, ^® ^^rte qu'on doit 
avoir, en designant par /^ une quantite numeriqne: 

PP' — 6^9' + 15rr' — 10*' = fiJ. 
Or en snpposant 6 = 0, 6's=0, on irouve de suite que /i doit dtre ^; nous 
avons donc pour la forme 6A, un invariant de second degrS par rapport a 
ses coefficients, et dont la valeur est QJ. Ce demier resultiat et les ex- 
pressions precedemment obtenoes pour les invariants de 6^, donnent les con- 
s^quences suivantes: 



i. Her mite, tur let fonetions homoginet. See. mem. 37 

Dösignant par X, /i, v, las diviseurs des coefficients des formes ^ 6^, 6A, 

X' est DO divisenr de rinvariant i, 

A' id j, 

At* id. 3i*, 

^Md i'-54/, 

»/* id -6^,00: 6(1» — 27/). 

A ces reiations il fant aussi joindre celies-ci quMI nous soffira dlndiqner : 

1? est an divisear des coefficients de 6jr, 

X' id 6ä, 

^ id. . . . : 8Ä. 

Comme pour ies formes cabiqnes, ia derniere resuite de l'iqaation 

ax ay ay ax 
Je terminerai par une remarque qni ne sera pas peut-ötre sans im- 
portance ao point de vue arithmötique , et qai se tire des formales que j'ai 
donnees pour le theoreme de M. Hesse. Elle consiste en ce que le discri- 
minant J, est un facteur dans le covariant G, et Ies deux invariants 1 et 
J de Ia forme F=i'f^%jg, 

VI. 

Sur Ies covariants des formes du cinquieme deg^e. 

II a etö precedement etabli, que tous Ies covariants des formes cubiques 
et biquadratiques s'expriment en fonction rationnelle et entiere de deux d'entre 
eux, et de Ia forme proposee. Ges deux covariants fondamentaux ont, comme 
nous Tavons vu, une origine commune, et se trouvent dans le groupe des 
covariants associes a Ia forme primitive. Or cette propriete fondamentale 
n'existe plus pour Ies formes du cinquieme degre, et il devient alors im- 
possible d'exprimer tous Ies covariants en fonction entiere de cenx que nous 
avons defini comme associes a Ia proposee. Effectivement, Ies formules 
generales donnees a ia fin du (§. III.) mettent en evidence ces quatre co- 
variants associes, g, g\ h^ h\ dont voici Ies premiers termes: 

g = {h^ — ac)x^\...^ 

g' = (a€ — 4M-f 30j^ + -.-. 
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la forme primitive etani snpposee: 

/• = (fl, b, c, d, e, f){x, y)\ 

Or il existe au moins un covariant cuhique, qo'oD pourra par exemple definir 
comme Tinvariant j de la forme btquadratiqne suivante: 

Vax*' dx*dy' dx'dy* ' dxdy'' öy*A^' ^J ^ 
et qui ne poorra jamais s'exprimer par uoe foDCtioD entiere de jf, g\ h, h! , 
qui sont respectivement des degres, 6^ 2, 9 et 5. 

II existe donc bien ao point de vue algebrique^ un caractere important 
qui appartient exciusivement aux formes de degres rooindres que dn^; mais 
il y a möme pour ces formes, des proprietes qu'on doit regarder comme ex- 
ceptionnelles ^ et qui penvent verilablement les faire considerer comme des 
cas singuliers daus les tbeories generales. Ainsi: les formes cubiques ne 
possedent point de covariants lineaires, qui se presentent pour toules les 
autres formes de degres iropairs. Les formes biquadratiques n'ont pas non 
plus de covariants quadratiques . qui presentent au contraire pour toutes les 
autres formes de degres pairs. Or de la decoulent dans la nature de ces 
formes de profondes differences. que nous nous attacberons a apprecier et a 
faire ressortir dans la suite de nos recberches. 

Paris, Juillet 1854. 
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3. 

Extrait dMne lettre de Mr. Ch. Hermite de Paris 
k Mr. Borchardf de Berlin nur le nombre des racines 
d'une equation alg^brique comprises entre des limites 

dorniges. 



Hin poursuivant mes rechcrches sur ie tbeoreme de Hr. Sturm, 

j^ai rÖQSsi a traiter par les mömes principes les equations ä coefficients ima- 
ginaires; ce qai m'a conduit ao tbeoreme de Mr. Cauchy pour le cas du rectangle, 
du cerde, et d'une infinite d'autres courbes qui sont mdme a branches infiniea, 
comme l'byperbole. La tbeorie des formes quadraiiques vient ainsi donner 
pour ces tbeoremes des deroonstrations independantes de toute oonsideration 
de continuite, comme celle que Vous avez dejä pu conclure Vous-möme de 
ce que j'ai dit au sujet du tbeoreme de Mr. Siurrn dans les Comptes rendus 
de l'Academie (1853, 1*"" semestre p. 294). La reduction d'une forme qua- 
dralique a une somme de carres qui a ete le sujet de Yotre memoire sur 
requation dont dependent les inegalites seculaires, joue le principal röle dans 
mes recbercbes. Seulement au Heu des substitutions ou la somme des carres 
des variables qu'on introduit, est egale ä la somme des carres des variables 
primitives, je considere des substitutions reelles quelconques. On a alors cette 
proposition, donc je donnerai une demonstration tres facile, dans la suite des 
memoires sur les formes quadratiques que je desline un Journal de Mr. Crelle. 

De quelque maniere que Ton fasse evanouir les rectangles d'une forme 
quadratique par une Substitution reelle, le nombre des carres qui se presenteront, 
affecte de coefficients de mdme signes, sera constant. Ce nombre est ainsi 
un v^ritable invariant pour Fensemble des formes equivalentes par des substi* 
tations reelles. Maintenant voici le premier tbeoreme quMI faut etablir, pour 
traiter les equations a coefficients imaginaires. 

1. 
Soient X^x-^-ix', Y^y-^-iy', ... f/=ii-fiV, n variables ima- 
ginaires, t designant f/— 1, et X^, = x — ix', Fo=ry — i/, ... I7ü = ti — in' 
ieurs conjuguees respectives, la forme quadratique suivante: 
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+ 

90ra evidemment reelle en mettant en evidence, x, y, . . . u; x', y', .. . n\ 
81 les constantes a^,^ et a^^^ sont des qoantitös imaginaired coDJnguöes^ ce 
qui suppose reelles Hi^i, 02,2, ... a,,„. Soas cette condition nommons: z/j, 
^2, ü/s, ... J^; les determinants qui suivent: 

ö|,l Ä|,2 «1,3 

, " ^3= Oj j fl^ 2 02,3 5 ... 

«5,1 «3,2 «1,3 
•1,1 ^1,2 • • • ^1,* 
«2,1 Ä2,2 ... 02,. 



^1 = «1,M ^2 = 



«1,1 01^2 
«2,1 «2,2 



^.= 



«. 



11,1 ••11,2 



. . «1. 



et qui sont pres le terme principal, ayant le signe \. Tous ces determinants 
sont röels, car ils se reproduisent en mettant les colonnes horizontales a la 
place des colonnes verticales, ou n^,^ au lieu de n^,^; ce qui revient a chan- 
ger dans les Clements )/— 1 en — }/— 1. Cela elant, si Ton fait evanouir les 
rectangles de la forme ip par une Substitution röelle, le nombre des carres 
qui se presenteront avec des coefficients posilifs, sera double du nombre des 
termes positifs de la suite 

^'^ 4' J.' • • • ZTi 
et le nombre des carres multipiies par des coefficients negatifs, le double 
du nombre des termes negalifs de la mdme suite. On voit par ce theoreme 
que les formes telles que (p, se comportent comme des formes a un nombre 
d'indeterminees moitie moindre; ce qui est surtout important pour PArithmö- 
tique; comme je Tai demontre dans la theorie nou volle dont j'ai fait dependre 
la decomposition des norobres en quatre carres. Mais la notice de ce genre 
de formes, me semble egalement indispensable pour arriver au theoreme sruivant» 
qui est an tbeoreme fondamental. 

2. 

Seit: F(«) = il«''4-Ä2j""*-| \-Kz'\-L^Q une equation dont les 

coefficients sont des quantites imaginaires quelconques, ti a, b, c, . . . k 
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868 racioes; nommons ^0, Bq^ . . . £0^ L^^^ les quantit^s conjogoees de 

A, B, ... K, L, e\ posons Fü(«) = il(,«''-f Äy^^'^H YK^Z'\-L^. La 

forme qnadratiqne soivante: 



i 



+7nz^W(^+*r+-+*-«)^ 



+ 

foDctioD symölrique des racioes a, b, ... k, sera toujours reelle, et jouira 
de cette propriele que si Ton fait övanouir les reclangles, le nombre des 
carres affecles de coefficients posittfs, sera egal au nombre des racines, 
a, b, . . . k, dans lesquelles le coefficient de t sera positif, et le nombre des 
carres affectes de coefficients negtUifs egal an nombre des racines dans les- 
quelles le coefficient de ? est negaiif. 

Pour le demontrer, Je vais introduire, oomme plus haut, les ind^er- 
minees imaginaires conjuguees: X^=^X'\'ix\ -Xi, = j? — iV, F=y-|"'y'^ 
yij = y — t/j ... U=iU-\-iu', Uit=u-^iu', et en posant pour abröger, 
e(ii) = A:+öF+...+«-^£^, 0o(a) = 2ro+aF,+ ... + «'-^l7o, jeconsidi- 
rerai la nouvelle forme 

En designant par (p* ce que devient (p, lorsqu'on met x', y', ... u', au Heu 
6e X, y, ... u, on aura övidemment: 4» s= V-\'V*i n^&is il sera beaucoup 
plus facile de raisonner sur cette forme ^, que sur tp, qui contient an nombre 
d'indeterminees deux fois moindre. Pour d^montrer en prcmier lieu la reaiite 
des coefficients, je remarquerai que les racines de requation F^,(2) = 0, seront 
les conjugttöes, o,), 6», ... Ato, des racines de la proposee, de sorte qu'ou 
aura par la decomposition en fractions simples: 

d^ou cette expression de 4^, savoir: 

CreU«*i Journal f. d.M. Bd. LH. Heft 1. 6 
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F'{a) l(a-a,)f;(a.) f (a-6.)F,(6j T" "^ T (a-&,)F.(*.) i 



•öoWj ö(oJ j__fM__X I ^(*.) \ 

< (ft-«.)F.K) "^ (*-*.)n(*.) "^ *" ■'" (A-*,)F,(*o) J 



, »Ml i Q(«.) , 6i(Aj , , e(K) > 

"T" F(A) MA— «.)F'.(«o) "^ (*-*,)n(6,) '^" ""^ (*-*.)F.(A,) r 
Cr, en reunissaut les termes contenus dans uue möme colonne verticale, on 

Ironvera de suite = ^ ~' **" ° , ce qui est bien Pexpression primitive, 
dans laquelle on a cbange -{-i en — t. 

Ce premier point elabli, je fais la Substitution suivante: 

/'(a) ~^'" ~F(Ä) ''»' • ~p(Är~ "' 
I ot lui ^ et 77u, . . . V et v„ ötant des variables iniaginaires conjugu^e». De 
la resultera evidemment une Substitution toule reelle, entre les elements reels 
des indöterminees X, Y, . . . U el §, tj, . . . v, puisque le Systeme des eqoations 
posöes ne cbange pas en metlant — t au iieu de +(• Ainsi, lorsqn'on fait 
evanouir les rectangles, le nombre des coefficients des carr^s qui ont un signe 
donne, sera le möme pour la forme 4> et la transformee eo ij ij, ... v, savoir: 

^ = j|„(_i_^_l^j.... I _L_) 



-f 



Or il est facile d'appliquer a cette transformee le theoreme (1.)« et 
d'obtenir le terme gen^ral de la suite 

^^' 4^ 4' • • • j„_/ 

Je coDsidere pour ceia m des carres a,h, .. k, que je desigiierai par 

^> ^j •" f» 9i 1^ rapport de döterminants . '^ , sera la valeur de — qu'on 
tirera des eqoations lineaires 
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«§ I in I I a I ' >> _ . 

dans rbypothese parlicuiiere que ies seconds merobres, a l'exception de fi', 
soient nuls. 

Or on satisfait ä ces equations de ia maniere suivaote. Soit: 

niz)=^{z — a){z-b)...{z—g\ n^{z) = {z — a^){z — b,,)...{z-g,;)^ 
on fera: 

/^ «n^J *(*«-«) ^^'(«)^ (*o -Ä) //'(*) ^ ^(^~.(fj^(^)i' 

ce 001 donnera de suite pour le cas particulier qu'on a en voe. — — /x ihl ^ 
donc: t.=z-j^z:s^i{ff^ — ß): Norme ^^^S quantili qui a precisement le 



iigne do coefficient de t dans ia racine ^. Ainsi Ies coefficients des carres 
dans Ia forme V, ou dans Ia forme 4^, lorsqo^on aura fait övanouir Ies rectangles, 
offriront un nombre de termes posilifs et de termes negatifs, double du nombre 
des termes positifs et negatifs de Ia suite 

i{a,, — a\ t;*o — *), ... i(A-o — Ar); 
donc a cause de Ia relation = ^-|-^', le nombre des coefficients des 
carres qui offriront un siyne donnd^ lorsqu'on fera evanouir Ies rectangles 
dans Ia forme (p, sera egal au nombre des terrnes^ ayanl ce mime signe, 
dans Ia serie des coefficients de i des racines a, b, . . . k. 

3. 
Los resultats precedents sembleront jans doote inapplicables dans Ia 
praliqne, a cause de Ia dilBculte d'evaloer Ies fractions symetrlques des racines 
qui so presentent pour Ies coefficients de Ia forme quadratique g>. Mais ce 

6» 
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n^est lä qu^une difficulte apparente, comme Voos allez voir. Reprenons Tex- 

pression <p=z2 p (J ff ua ^^ '\' ^^ "^ • • • -f «""^ ti)% et faisons la sabslitulion 

suivante qae m^a suggöree la noiion de» formes adjointes, teile qae je Tai 
indiquee dans une de mes lettres ä Mr. Jacobi ( tome XL. p. 263 et suiv. de 
ce Journal) sur la theorie des nombres. 
Posons : 

Un calcut extremement simple, montre que si Ton d^signe par %{a\ $(6), . • . $(A) 

Flz) Flz) Flz) 

ce que deviennent les quotients _ , _. ^ ... _^ , quand on y rem- 

place «^ par z^, on obtiendra la transformee: 5 = -^-^7f^{5(^)r- 

Or cette transformee qu^on peut substituer poür notre objel a la forme (p, 
s'evalue immediatement et sous forme explicitement reelle, au moyen des 
coefficients de requation proposie /^\2)=0. Considerez pour cela Texpr^ssion 

:S ,?} : — — ' ■ , oü z et z' sont deux variables distinctes, eile se trans- 
F'(a) z—a z'--a^ ' 

forme successiveioent de la maniere qu^expriment ces relations, savoir: 

F.ia) F(z) Pi^') _ Mpf^^rpf^.^Poi^) L- 



F(z)F{z') ^Fja) 
' z'—'z 



^F,(a)/ i 4 \_ F(z)F{z') f F,{z) F,{z')\ 

F'(a)\z—a z'—aJ z'^-z \F(z) F{z')/ 



^ F(z')F,{z)-F(z)F,(z') 
z' — z 

Ainsi la transformee §, sera ce que deviendra Texpression evidemment 

reelle: ^i ^^^ «v^^/^] ^^' ^ , quand, apres avoir effectue la division, on 

remplace successivement, «", z^, ä^ ... s"""*, puls z'*\ z'^, z'^, . . . «'"'"^ 
par ^U9 ^19 ^2^ - • • «^n-i» Seit par exemple F{z) = az^']-bZ'\-e'\-i{(^z^'\-Vz'\-c')^ 
on trouvera: 

^ F(z')F,{z)-F{z)F,{z') ^ (ab'-ba')zz'-\-(ac'-ca')(z^z')-\-bc'-eb' 

et par suite cette expression de 

g:^g == {ab'-ba')zl'\'2(a&-caf)z^z,i'{b4/-cb')zl. 
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Cette methode pour obteoir la forme %^ et ies rapporls de cette forme 
ayec Ies racines de r^quation F{z) = 0, etant bien etablis, voici Ies premieres 
consöquences a en tirer. 

4. 

Seit <h, le coefficient de t dans Texpression g>{^'\'iy)ß oü ip est une 
foDCtion rationnelle a coefficients reeis ou imaginaires. Si Ton considere x 
et y, comme deux coordonnees rectangulaires dans un plan, requation 4> = 0^ 
reprösentera une courbe, reiativement a laquelle nous distinguerops dans ce 
plan, deux regions differentes. Je dirai que Ies points dont ces coordonnees 
subslituees dans la fonction 4>, la rendent positive, occupent la region posi- 
tive, et que ceux qoi la rendent negative, occupent la region negative. Cela 
pose, represenfons geom^triquement cbacune des racines imaginaires, a,b,...k, 
par un point dont Tabscisse et Fordonnee seraient la partie reelle et le coef- 
ficient de t de cette racine, on pourra determiner combien de points ainsi 
obtenus, se trouvent dans Tune ou Tautre des regions que nous avons definies. 
En effet, si Ton elimine z, entre Ies equations F{z) = 0^ u=^q>{z), T^quatiön 
en n, aura pour racines, (p(,a), (p{h)^ ... (p{k)\ ainsi la forme qnadratique, 
deduite de cette ^quation, conduira a determiner le nombre de ces racines^ 
dans lesquelles le coefficient de t a un signe donne, et par consequent le 
nombre des racines, a, b, . . . k, de Teqnation proposee qui occupent la region 
positive ou negative, reiativement a la courbe ^ = 0. 

Seit pour premier excmple, q>{z) = {z— S—if]f: Ies coefficients de 
t dans Ies racines de requation en Uj nous conduisent alors au nombre des 
racines de requation proposee Fz = 0^ qui sont renfermees dans Tinterieur 
d^un rectangle, ayant ses cdtes paralleles aux axes coordonnes. Dösignons 
par n(§,i])^ le nombre des termes positirs, contenus dans Ies coefficients des 
carres apres Tövanouissement des rectangles, lorsqu'on opere sur la forme 
qnadratique relative a requation en u, Texpression 

reprösentera precisement le nombre de ces racines qui sont contenues dans.^ 
le rectangle, ayant pour coordonnees de ses sommets Ies points: x=^^, >'=^j 
^=Äii y=^> a' = f, y = ^ü9 ^ = lü9 y^^'Vo* En effet, si Ton repre- 
sente l*ane quelconqne des quantites a, b, ... k par x-{-iy, le coefficient 
de t dans Ies racines u, sera: (x — S)(y—ti)t donc 7i(f^ 97), sera le nombre 
des quantitös x, y, contenues dans Ies deux angles opposes par le sommet. 
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ayant les cötes paralleles aox axes coordonn^s, et poar rorigfne le point 
x=^^, y = r], Tan de cea angles ayant ses cOtes paralleles aux dlreiptions' 
positives des axes. La difference n(S,T]) — ^(§o^v) reprösentiera dans rintörienr 
des deux paralleles x=^Sf ^ = §0^ Texces du nombre des racines, dans les- 
quelles y est >ij, sar le nombre des racines dans lesquelles y est <it], 
si Ton a tontefois §n<ZSf et on en cpncint de suite la formule ci-des$us, en 
consideraut une nouvelle orionnee tio<Zt], et relranchant les deux diiFerences: 

yii^y ^)— ^(fu, v)'i ^{S, i?o) — ^(£)» ^ü)- 

Si nous prenons en second Heu, (p(z) =^ Pz'^-^Qz-\' R, la forme 
quadratique relative a requalion en u, donnera le nombre des racines qui 
sonl dans Pinterieur, et le nombre des racines qui sont a Texterieiir d'une 
hyperbole equilatere, pla^ee dans le plan d'une maniere quelconque. Enfln 
nous remarquerons les propositions suivantei: 

1". Seit 71 (2^) le nombre des termes positifs Continus dans les coefficients 
des carres, ponr la forme quadratique relative a Tequation /\«-f'^C)==0, 
la difference n(C) — ^iKi)) sera le nombre des racines a^ b, . . . k, 
dans lesquelles le coefficient de i est entre les liroites ^^ ^,. 

2^ L'expression sembiahle n{t,) — 7i(^)^ relativeroent a Fequation 

FO;-iz) = 0, 

donnera le nombre des racines dont les parties reelles sont entre les 
limites ^, ^. 

3'. Relativemenl a requation jFK-5^tl-j = o, n{^) sera le nombre des 

racines dont le module est moindre que £^. 
En general on trouvera ce nombre des racines contenues dans l'interieur de 
courbes fermees, si la fonction <p est le qnotient de deux polynomes du 
mime degre. 

5. 

La forme quadratique ^YTTWTs'^ composie avec les racines tf, 6, ... jfc 

de requation jP(«)==0, oü d(a) = x-|-ay-f ••• + ^'~**'' ®* fl"' "^'® conduit 
Sans aucune consideration de continuite aux cas precedents du theoreme de 
Mr. Cauekjfy est snsceptible d'une transformation remarquable, par laquelle 
nous allons retrouver les enoncis mömes de Tillustre göometre. Seit: 
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Pt Pif 9f 9if ^^fiot des constaDtes quelconques, telles cependant que les degris 
de F et fy soienk egaux. Nommons : a^ ß, ... x, les racines de requation 

Pi P 



/^s) = 0, et representons par w le determinant ^/ ^ : je dis qu'on aura 
cette equalion: 

F, (a) f ' (a) + F,{b)f'{b) ^ ' ' "^ F, (k) F'(k) 

^ I /; (a) f{a) 1" /; (ß) f(ß) "T • • • -t- ^; ^;,, ^7^^^ 
Designons respectivetneni par (p et 9)' les deux formes 

par ^ et z:/'^ ieurs lavariants, par x ^^ x! '^urs lornies adjointes. Coniine je 
Tai remarque dans une de mes lettres a Mr. Jacobi sur la theorie des nombres, 
les Invariants de x ®* )C\ seront J""^, ,y''"~^, et Ieurs Tormes adjointes: ^""V^ 
et ^'*""V* Cela pose, et d'apres la definilion tiifime que j'ai donnee des 

formes adjointes, les formes, -^^ J| sont representees en vertu du theoreme (4.) 

par les expressious symboliques 

F(z^)F,{z)-b\z)F,(z^) ^j f( z')f\(z)-f(z) f,{z') ^ 
z'—z^ z'—z 

Or les relhtions FXz)=pflz)'\-pJi{is), F^z)=^qfXz)^i/Ji{z), fönt voir que 
la premiere est le produit de la seconde, multipliee par le determinant u), 

Ainsi, nous avons d<§ja: "j = ^^* ^^ <^^11® equation identiqne, onconclut 
d^abord, en egalant les Invariants des deux formes -^^ et oi^: 

En egalant ensuite les formes adjointes, il vient: 

;^ = tü- ^-jBTir^. ou: ^ = ai'-^X., el^parsuite: ^ = -<ip ♦) 



♦) Remarqiiez que -j^ A''^F^(a)F^(k) ... F^(k)) c'est dont la fonction qui provient 

de räiminatien de z entre F2 = 0, F.z=sO. On peut robtenir sous forme de determinant, 

1 F(i^)F^z—FzFz' 

puisque -j est Tlnvariant de la forme repr^sent^e symmetriquement par 



z'^z 
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Je vais faire usage de ce risultat, en supposant: /<"(«:) = /(ar)+f/;(ar), 
t\lz)=^f\z) — il\z\ f et jfi etant des fonctions reelles dont la premiere soit 
de degre n, condition qu'on peut toQJours remplir, en mullipliant^ si cela est 
necessaire, F, par nne constante imaginaire. Dans ce cas ridemitö: 

_ i ( g'(tt) I e'(ß) , I g*(x) ) 
— 2\/^,(«)/» "T /;(/?)/•'(/?) -^•••f /;(x)f<x) i^ 

ou a^ ß, ... Xj sont les racines de requation reelle f[z) = 0^ conduit a 

ces ibeoremes: 

Nommons pour abreger: n et v, les nombres de termes positifs et 

negatifs que presentent les coefficients des carres de la forme (p, apjre$ Teva- 

noaissement des rectangles. D'apres mon theoreme fondamental, 7t sera le 

nombre des racines de requation F(z) = dont le coefficient de t est positif, 

et V, le nombre des ces racines dans lesquelles le coefficient de t est negatif. 

Or ces deux nombres vont recevoir une acceplion nonvelle. La variable z, 

flz) 
croissant de — cx) a 4- oo, tz sera le nombre de fois oö le rapport ~t passe 

en s'evanouissanl du positiv au negatif, plus le nombre des couples de racines 
imaginaires de requation f(z) = 0^ ei v, le nombre de fois oü le möme 
rapport I, passe en s'evanouissant du negatif au positif, angmente encore du 
nombre des couples de racines imaginaires de la m£me equalion. 

Supposons en premier lieu les racines, a, ß, ... x, toutes reelles; 
on pourra faire evanouir les rectangles de tp, par la Substitution 



Ö(«) _ y 



m _ V *<*) — IT 
f\ß) — '^ • • • /W — ""^ 



ce qui donnera la transform^e: 

Or en s'evanouissant par ex. pour z=^a, ie rapport tt\^ passera pour des 

valeurs croissantes de la variable, du positif au negatif, ou du negatif au 

positif, suivant que la quanlite yjK^ sera positive ou negative; ainsi dans ce 

cas les nombres n et v, ont bien la signification indiquee. 

En second lieu, supposons la presence des racines imaginaires, et 
soient par exemple, a et ß, deux racines conjuguees. Relativement a ces 
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deux racines on fera: 






ee qui donnera; 






Ainsi eo general (loiites choses egales d'ailleurs) deux racines imaginairea 
GonJQguees, donuent lieu ä ia difference de deux carres, lorsqu'on fait evanouir 
les reclangles par une subslitution reelle; ce qui donoe bien Ia sigoification 
attribuee aux nombres n et r. Od en conclut que Ia differeirce n — r, sera 

Texces du nombre de fois oä le rapport -^ passe en s'evanouissant du po- 

sitif au negatif, sur le nombre de fois oü ce rapport passe en s'evanouissant 

7~~, qui repre- 

sente par suite ia difference entre le nombre des racines de Tequation F(z)^=0^ 
dans lesquelles le coefficienl de i est positif, et le nombre de ces racines, 
pour lesquelles ce coefficienl est negalif. Cette remarque. faite dejA par 
Mr. Sturm dans son memoire sur le tbeoreme de Hr* Cauchy, a les con- 
siquences que nous allons indiquer. 

6. 
Considerons une courbe fermee C, rapportee a des axes rectangulaires^ 

et dont les coordonnees s'expriment par les formulea ^ = ^^> ^'^^^m"' 

les fonctio;is x» VfVi'i ^^^^^ entieres. Je supposerai qu'en faisant crollre t 
depuis — oo jusqu^ä -f- co, on obtienne, en revenant au point de depart, tous 
les points de cette courbe. üela etant, j'observe que le Ibeoreme de Mr. 
Cauchtf, pour un conlour quelconque, est evident lorsqu'on Tapplique a 
Pequation z =: 0. II snffil en effet d'un peu d^attention pour reconnaitre 
qQ*en suivant Ia courbe C, toujours dans le möme sens, jusqu'a ce qu'on 

revienne au point de depart^ le rapport ^^ passera^en s'^vanouissant, autant 

de fois du posilif au negatif que du iiegatif au positif, si rorigine des coor- 
donnees est dans son inlerieur. Au contraire, si rorigine se trouve en dehorx, 
ce rapport passera en s'evanouissanl, deux fois de plus du positif au negatif 
que du negatif au posilif. Cela pose, un simple changement d'origine, en 

CreUe*! Journal i. d. M. B<i. LH. Heft 1. 7 
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rapportant )a courbe a de nouveaux axes, passant par le point x = a^ y == ji^ 
permettra d'eteadre le tbeoreme de TtLv.Cauchjf a requation z — a — iß=zO. 
De la resolte que nous pouvons immediatemant determiner rindice integral 
relalif a toutes les öqoations imagiaaires de la forme 

yW + tV,(0-(a + f/9);t(0 = 0; 

et par soite, Texces du nopibre de leors racines dans iesqueltes le coefficient 
de t est positif, sor le nombre de leurs racines dans lesquellea ce coefficient 
est negatif, cet exces etani zero ou deax« soivant que le point a7=a^ X=/^^ 
est extörieur ou Interieur a la courbe C. Cela pose, faisoos dans l^^quation 

proposee F\z) = 0^ z = ^ uT ^ ®" appliquant ce qui precede au re- 

sultat de cette Substitution dans chacun des facteurs simples, z — a, z — b,... 
z — k, de F{z), on arrive a cette proposition: 

yexces du nombre des racines de requation F( ^ (t\ ) ^^ ^' ^^^^ '^^ 

quelles le coefficient de t est positif, sur le nombre de ces racines dans 
lesquelles ce coefficient est negatif, est egal a deux fois le nombre des 
racines a, b, ... Ar, de requation tXz) = 0^ qui sont renfermees dana 
Pinterieur de la courbe C\ Ainsi en d^ignant par /i ce nombre, et en 
nommant P et N, le nombre des termes positifs et negatifs qui se pr^ 
sentent dans la forme quadratique relative a T^quation en t, lorsqu^on a 
fait evanouir les rectangles, on aura la relation: /t==^(jP — iV). 

Voilä ou je me suis arröte dans T^tude de cette decouverte si belle 
et si grande de Mr. Cauchy. J'ai ele amene a cette Müde en grandepartie 
par des recherches sur des questions arithmetiques , qui depuis Tannee 1847, 
ont appele mon attention sur les formes quadratiques, composees d'une somme 
de carres de fonctions semblables des racines d'une möme equation. Aussi 
ais-je eprouve une veritable satisfaction a rattacher ä la. consideration de 
ces formes, ces magnifiques tbeoremes de Mr. Sturm et Mr. Cauchy, qoi 
ouvrent Tere nouvelle de Talgebre moderne. Sous ce nouveau point de vue 
d'ailleurs, le fait de Texistence d'une infinite de systemes de fonctions jouis- 
sant des m^mes proprietes pour la determination des nombre des raöiues rielles 
ou imaginaires, qui sont comprises entre des limites donnees, se presente des 
les Premiers pas et d'une maniere qui en fait mieux saisir le earactere et 
Timportance. 
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Parmi les formes variees dont le thioreme de Mr. Sturm est ainsi 
t»u<«ceptible, la snivante me semble la plus simple. Soit reqnation proposee: 
/"(s) = 0; nommoDS /& la d6ri¥Öe de f, et dösigoons, camme precedeos- 
menl, par n(C) le nombre des termes positifs de la forme quadratiqoe qui 
a ponr expression symboliqBe (»-f)/r^')A(»)-(»'-g)/t»)A(»0 ^ I ,o„ , 

fiiit ivanouir les re'^.tangles , le nombre des racines reelles comprises entre 
deoz limites C et ^, sera: ^(^— ^(^u)- 

Une analyse particoliere m'a donne pour la determination du nombre 
total des racines reelles et imaginaires, cet aalre tfaeoreme. Soi^ sons forme 
homogene, u =zf[x,y) le premier membre de reqnation proposee, dn degre n. 
Posons: Uo=^f{Xo^yn) et considerons Texpression 

En remplapant, la division faite, a?J"-, ^^"^y^^ ... J?ayS"% yT^ d'une part, et 
de Tantre J?":"^ x'^'^y, . . . icy""^, y''^% respectivement par X, F, . . . F, 
on obtiendra une forme qnadratique (ii); et relatiVement a cette forme, la 
qnantite designee precedemment par n—v, sera fe nombre total des racines 
reelles de reqnation ti = 0, moins une unite. 

Soit u' ce qne devient tf par la Substitution 

X = Xx'-icfiy, y = ^a?'-f ^ü/- 
les deux formes quadratiques {u) et (u') seront equivalentes, et si Ton nomme 
X\ Y',... V, les indeterminees de (ti'), la Substitution pour passer de Tune 
a Tautre, s'obtiendoa par HdenUte suivante: 

(X F,.., V){x,yT-^ = {X\ Y\... V){lx^Ky.tix^^,yr-\ 
oA, d'apres rexcellente notation de Mr. Cayley, 

Hyeres, 28 Jan vier 1854. 
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4. 

Zur Theorie des t^oucaulfschen Pendelversuchs. 

(Aus dem Programm der Realschule 7^u Lippttadt von 1855.) 

(Von Herrn Dr. Lotttier, Lehrer der Math, und Physik an der höhern Bürgerschule 

zu Lippstadt.) 



In den meisten popnlftren HandbQchcrn der Physik, z. B. im Lebrbuche 
von Joh. MäUer, findet sich das angenommene Gesetz der Drehung der 
Schwingungs- Ebene eines einfachen Pendels auf eine Weise ausgesprociien, 
als sei dasselbe stets vollkommen richtig. Auch die populären geometrischen 
Erklärungen und sinnreichen mechanischen Vorrichtungen, um Nicht-Mathe- 
matikern durch dieses merkwürdige Experiment eine Bestätigung der Um- 
drehung der Erde vor die Augen zu führen, beruhen alle auf der Annahme, 
ditfs die scheinbare Drehung der Schwingungs -'Ebene gleich der Um-' 
drehungsgescAwindigkeit der Erde, mnlüplicirt mit dem Sinus der geo- 
graphischen Breite sei. Es scheint nicht uninteressant, den Gegenstand ge- 
nauer zu prüfen, um zu zeigen, innerhalb welcher Grdnzen das ausgesprochene 
Gesetz gilt, und welche Gröfsen dabei vernachlässigt werden. 

Es sei FJg. 1. (Taf. L) der jMittelpunct der Erde; AB der Meridian^ 
in welchem das Pendel seine erste Schwingung vollendet; AC die Lage von 
AB nach i Secunden, D der Ort des schweren Puncts des Pendels ^m 
Zeil t; r der Erdradius, BMC die Ebene des Aequators: DF=:^z, MOsszXj 
FGr=zy; jctq, ^09 ^0 seiof^ die entsprechenden Coordinateu des Anhängepuncts P; 
o) die Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde; 6 die geographische Breite =zPJUB. 

Auf den Punct D wirken zwei Kräfte: die Schwerkraft g in der 
Kichtung DM, und die Spannung des Fadens PD=^k; beide werden durch 
die Centrifugalkraft modificiri. Man zerlege diese Kräfte nach den Coor- 
dinateu- Axen. Wenn DM=:q gesetzt wird, so sind die Cosinus der Winkel, 
welche g oder DM mit den Axen macht: 

X y z 

r T' V 

ferner dte Cusinus derjenigea, die Z>Pssl mit denselben einschliefst: 



J^—a: /6— y 



— y »« 



1 ' 1 
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Es iiaben also die Differentialgleichnngen, welche alle UmsUnde der Bewegang 
ausdrQcken, folgende Gestalt: 

dt* ~~ ^ 1 ' 

Die Coordinaten x^^ y«» «o lasi^eo sich wie folgt, aasdrflckeo: 

Ia?o = (r-}-l)cos*coso>/, 
y^ =. (r-f 1)cos*sina)/, 
«0 = {r-\-\)fnnh. 

Hultiplicir» man die Gleichangen (1.) der Reiiie nach mit -^, ^, j^, 
ond addirt, so erhfilt man: 

-„ ^ dx d*x I dy d'y , dz d*z 

Aufserdem ist 

'^\yW~^'W)"^ -ö^T(r^ü-^o). 
Da aber, in Folge der Gleichung (3.)) 

ist, so kann man dafOr 

Sobreiben. Addirt man diese Gleichnng zn (S.)« so ergiebt sieb: 
^^•^ lülF^ dt dt*^ dt dt*^'°\^lF "^äT/ 

— Qv^dtyy dt^^it) 
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Die Grörse q lätsl sich ohne erheblichen Fehler als constant betrachten; 
der Ansdrack in der eckigen Klammer ist das vollständige Differential von 

mithin der Nail gleich. Man erhalt also folgendes Integral der Gleichung (4.) 

Ol ©'+(l)'+(y)"+»"(yf — I) = c-i(.'+r'+^. 

Um nun eine genauere Einsicht in die Bewegung des Pendels zu er- 
langen, verlege man den Anfangspunct der Coordinaten in den Aufhängepunct. 
Die neuen Coordinaten mögen ^, rj, ^ sein; die Ebene §, tj sei die des Ho- 
rizonts^ die 1} mögen in der Ebene des Meridians des Beobachtungs-Ortes, 
die f senkrecht darauf, die ^ in der Richtung der Schwere gezahlt werden. 
Das neue System findet sich aus dem alten, wenn man die x^Axe um den 
Winkel (ot, die y-Axe um den Winkel b dreht und den Anfangspunct um 
die GröfsiB r-|-1 verschiebt. Dann erhalt man, nach bekannten Formeln der 
analytischen Geometrie: 

§ = x8\n(ot — yeos(ot, 

[fj r=i:: xcosiotsinb •\' ysintotsiüb — z cosb, 

je = —xcos(otcosb — ysin(ütcosb — zsinb'\'r'{-l^ 
(6.) / 

x = {r'\-i)cosbeo8a}t'\'isina}t-{-Tjcosa}tsinb — ^eo3a}tcoBb, 

|y = (r-f l)cosösinoi/ — Sco9(ot'\-r]Bin(otsinb — ^sinoi/cosft, 

ar = (r-f l)sin* —rjcosb —^sinb. 

Die Differentiation dieser Gleichungen nach / giebt, wenn die Diffe- 
rentialquotienten mit Accenten bezeichnet werden: 

^ = x'sinoot— y cos a}t-^(o{x cos (ot-^-y sin (ot)^ 
rf = (or'cosai j-y'sinaiOsinft — i^'cosft— oisinftf^ 
y^ s= {x^cosii}l\y9^mt)cwb'^z^sv[ib\mcxisbl, 

^- >j J^'=' ^'^ sin «ö' + /' <^os (ot -(- 2ai {x' cos tot -}- y' sin (ot) — (o% 
^ \v" = (a?"cosco/+/'sinco08in» — «"cos* 

— wsiüb {x' sin co/ — y cos tot) — (o sin bS', 
g>" = (o/'cos Ol/ -f /'sin co/) cos b — «''sin * 

-j- tti cos * (x' sin (ot—y cos tot) -(- w cos b^. 

Die Summen in den Klammern lassen sich ebenfalls durch die neuen 
Coordinaten wie folgt ausdrflcken: 
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a?'co8<»/-j-y'sinco/ = Vsinfi — S'cosÄ-fcoS* 
o:' sin CO/— y' cos Ol/ = ^ — coKr-f-Dcosi+^sinft— ^cos*]. 
Durch Substitotion in (7.) findet sich: 

r' = x"sin(ot — y'co3ü}t']-2(a(ri's\nb—^'cosb)i-a}% 
\r{' = {x''eos(Dt'\'y'^sm<üt)smb — z"co^b — 2(os\nbS 
(8.) l 4-o)'sinÄ[(r-(- l)cosÄ-f ^sinft — £cos*], 

1^' =:= ~(Vcosco<-f-j-"sino^Ocoö* — «^"sinÄ-f 2wcosAS' 

— w^cosA[(r-[-l)cosÄ + r/sinA — ^cosft]. 
Es sind nun in die vorstehenden Gleichungen die durch (1.) gegebenen 
Werthe von x'', y^-, z" zu setzen. Zur Abkürzung schreibe man bei dieser 

Rechnung statt — -fy ^^^ Buchstaben /jl. Es wird sich auch, ohne erheb- 

liehen Fehler der Bruch —^— der Einheit gleich setzen lassen, da der Erd- 

Q 

raditts die Pendellänge bei Weitem übertrifft. Die Gröfse 

(r-j-l)cosA-|-i?sinÄ — fcos* 

drückt die Coordinate x zur Zeit f = aus und werde deshalb kurz durch x^^ 
bezeichnet. So ergeben sich, nach einigen leichten Reductionen, folgende 
Differentialgleichungen (fes Problems in den Coordinaten des Beobachtungs- 
Ortes: 

jr = — /t?+2ai(ij'sln6 — rcosft)4 w% 
(9.) j V' = - /Uly— 2a> sin b^ -f w^ sin 6.r«">, 

( r = -u^-^ßi 2w cos 61' - io' cos 6a:^^ 

welche, wenn tti = gesetzt wird, vollkommen mit denen des KegelpendeU 
übereinstimmen. 

Es findet sich leicht ein Integral, welches der Gleichung (5.) ent- 
spricht, nftmlich: 

In der Gröfse j*^"' =:rcos6-]-(l — ^;cos6-| t?®'"* überwiegt das erste 
Glied. Vemachlftssigt man auch ^ dagegen, so zeigt sich, dafs das Quadrat 
der Geschwindigkeit des schwingenden Punctes gleich ist dem Quadrate der- 
jenigen Geschwindigkeit, die derselbe haben würde, wenn die Erde sich nicht 
drehte, vermehrt um das Quadrat der an dem Beobachtungs-Orte Statt findenden 
Umdrehungsgeschwindigkeit, d. h. 

(11.) v" = C-f2^?4-a>V^cos-ft. 
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Um nun das Gesetz der Drehung der Seh wingangs -Ebene zu erfahren, 
multiplicire man die erste der Gleichungen (9.) mit i;^ die zweite mit t, und 
subtrahire. Dies giebt: 

(12,) i?r -^" = rfl2l!z^ = 2a>sin*(i?r/ + ^r)-2aiijS'cos6-ai'cosftf«. 

Man fähre jetzt Polarcoordinaten ein. Es sei (Fig. IL) P der Auf- 
hfingepunct, AB=z\~^l^^ OC=^ri, BC=i§. OB^=^u, der Drehungswinkel 
COB=^ip, 0PA=st9. Dann ist Ti = aco8(f, | = /isiny, C=lcos«>, 

Nach diesen Substitutionen verwandelt sich (12.) in 

(13.) ^.^ = iosinb'^ 2ü}fj^ cos b — wr cos b^'Z. 

Die Gröfse ^^ welche die Componente der Geschwindigiieit des ma- 
teriellen Puncts nach aufwfirls ausdrückt, läfst sich unbedenklich vernach- 
ISssigen^ wenn das Pendel nur eine einigermafsen beträchtliche Länge bat. 
Man sieht hieraus auch den Grund, warum der Versuch mit einem kurzen 
Pendel nicht gelingen wQrde. 

Wir betrachten zunächst die beiden Ffille, wenn b = 9(y^ und b=^(f ist. 

1) Im ersten Fall erhalt man: 

Die Constante verschwindet, weil ip' beim Anfange der Bewegung 
schon gleich w ist; es folgt daraus (p = oi/. Das Gesetz ht also für den 
Pol, da auch das vernachlftssigte Glied 2(ori!^cosb von selbst verschwindet, 
strenge richtig. 

2) Im zweiten Fall ergiebt sich: 



da\' _ 



(f' ist im Anfange der Bewegung hier der Null gleich. Wird also oß'^ 
weggelassen, so ist ip' für ein beliebiges / immer Null, d. h. das Pendel ver- 
ändert seine Schwingungs- Ebene durchaus nicht Am Aequator ist also 
das Gesetz nur dann gültig, wenn die verticale Geschwindigkeit und 
das Quadrat der Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde in der Enlfer^ 
nung t, multiplicirt mit dem Producte der beiden Coordinaten in der 
horizontalen Ebene vernachlässigt wird. 
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3) Um fOr die flbrigen FAlIe die Gröfse des Felileni xu scliAtsen, 
nehme man an, dafa 2r = rain6 — ijcos6-f (1 — ^^sinfr selir wenig von rsinft 
verscliieden sei. Dann erliAlt man: 

(14.) q> = cusinft j jSät. 

(p' drOckt die Gesell windigkeit in der Dreliong der Scliwingnngs- Ebene ans; 
die Gleichförmigkeit derselben wird durch das Glied — ft> rcos sm /gj/ g^. 

störL Man berechne die Änderung dieser Geschwindigkeit nach einem vollen 
Pendelschlage. Zu dem Ende sei T die Zeil, in welcher derselbe vollführt 
wird; nach Verlauf derselben sei (f''\-J(p' aus (p' geworden, die Gröfse 
a=lsin^ wird denselben Werth wie zu Anfang der Schwingung wieder 
erlangt haben. Es ist also 

(15.) J<p iw^r-y ^äl. 

Das Integral / ^dt drQckt den FIfichen-Inhalt der Curve aus, deren 

Abscissen t und deren Ordinaten f sind. | wird, wenn / zwischen /u ond 
/„-{-^T sich bewegt, bis A^ti// abnehmen, alsdann zwischen t^^-^-^T xmA t^'\'T 
negaUv werden nnd beinahe seine frfihere Gröfse wieder erreichen; wie es 
(Fig. III.) zeigt. Das Integral wird sich also wenig von der Differenz der 
beiden Dreiecke ABC und CED unterscheiden. Dieselbe ist — \TJ&i 
oder gleich — j^Tz/.l sin^osin^) = — \T\ sin t^ocos 9)^/9)0 • Durch Subslilution 
dieses Werths in (15.) erhSit man: 

rifti ^^' ^ ^a»*rcos68in6Tco8y 

^^^'^ 1^ — - lsin&. 

Die Gröfse cai^r cosbsinb ist, wie leicht zu sehen, die Centrifugalkraft 

am Beobachlungs-Orte^ projicirt auf den Horizont. Es ISfst sich also znm 

Schlüsse, das Resultat der Untersuchung in folgender Form ausdrücken: 

Die Änderung in der Geschwindigküt der Drehung der Schwin- 

gunge^Ebene während einer vollen Pendelschwingung (die nach dem 

gewöhnlichen Ausdrucke des Gesetzes Null wfire)^ verhält sich zur 

Änderung des Drehungswinkels während dieser Zeit, wie sich der 

vierte Theil der an dem Beobachtungs-Orte Statt habenden, auf den 

Hwrizont prcjicirlen Centifugalkraft, multiplidrt mit dem Produete 

der Dauer der Schwingung in den Cosinus des Drehungswinkels, 

zur halben Länge des Pendel-Ausschlages verhält. 

Orelle*t Journal f. d. M. Bd. LH. Heft 1. 8 
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Übrigens ist, für eine nicht allza genaue Beobachtung, diese Correction 
von geringer Bedeutung; theils wegen ihrer Kleinheit, theils weil sie in Folge 
des Factors cos^ ihre Zeichen findert und sich deshalb die Fehler wShrend 
eines Tages compensiren. Am gröfsten ist sie unter der Breite von 45^, zu 
Anfang der Bewegung. 

Zum Beleg der Rechnung will ich ein numerisches Beispiel hinzufflgen. 
Bei einem 30 Fnts langen Pendel, das unter einem Ausschlagiswinkel von 
4 Graden in 45" geogr. Breite schwingt, ist 

T = 3,07812 Secunden, 
ittiVcos45''sin45'' = 0,01364 Fufs, 
30sin4'' = 2,09269 Fufs, 
also 

Jv' = ±0,020069 cos y-^y- 
Daraus folgt, dafs fOr ^=^0P: 

q>' = 5^sin45«+ 0,020069, 3,07812.15'' ist. 
Wthrend ako die Geschwindigkeit der scheinbaren Drehung, ohne die 
angefObrte Correction, 10,6066 Bogensecunden in einer Zeitsecunde betragen 
wflrde, wflrde sie, mit Berflcksichtigung derselben, die Gröfse von 11,5333 
Bogensecunden haben. 

Lippstadt, im März 1855. 
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5. 

Die Arithmetik der Chinesen. ^) 

(Von Herrn Dr. K. L. Biernaizki, zo Berlin.) 



Jiis ist anbestritten, dafs der Compars und die Buchdruckerkonst, zwei 
Erfindungen, welche einen unberechenbaren Einflufs auf die modernere Civi- 
lisation des Abendlandes ausflbten, den Chinesen eher bekannt waren, als den 
Völkern in Europa. Aber nicht so leicht wird man einrfiumen wollen, dafs 
die Söhne Han's auch in Bezug auf abstracte Wissenschaften in mancher 
Hinsicht vor den Culturvölkern der Gegenwart einen Vorgang hatten, und dafs 
ihre Weisen, frflher als unsere Gelehrten, Probleme löselen, die man allein unter 
uns 2ur Sprache gekommen und erledigt glaubt. Dennoch verhält es sich so. 
Das in mehr als einer Hinsicht merkwürdige Volk der Chinesen, welches, 
sammt seinem Nachbar, dem Japanesischen, das älteste Culturvolk auf Erden 
ist, hat zu einer Zeit, wo Ober das Abendland noch die Schatten geistiger 
Finsternifs ausgebreitet lagen, bereits in den Wissenschaften, die es allein 
mit dem Gedanken und Gedachten zu thun haben, Resultate zu Tage geför- 
dert, und Fortschritte gemacht, die ihm das Recht auf Ebenbflrtigkeit in dieser 
Beziehung mit jedem andern civilisirten Volke sichern. Erst den neuesten 
Forschungen Ober China verdanken wir diese Kunde und Einsicht; und wenn 
wir hier nachzuweisen versuchen, wie die Chinesen schon eine fertige Wis- 
senschaft der Arithmetik besafsen, als im Abendlande dafür noch kaum die 
ersten Grundregeln gefunden waren, so sprechen wir damit die Erwartung 
aus, dafs eine nähere Bekanntschaft mit der mehr als tausendjährigen Weis- 
heit jenes Volks auch für andere Wissenschaften wahrscheinlich dieselben Er- 
gebnisse gewähren wird. 

Bekanntlich gewannen zu Anfang des siebzehnten Jahrhunderts römische 
Missionare Eingang und Einflufs am kaiserlichen Hofe zu Peking; und bei 
Gelegenheit des nach der Mitte desselben Jahrhunderts erfolgten Thronwechsels 



"*) Als Hauptquelle hat dem Verfasser ein Aufsatz im ,,Shanghae Almanac for 1853 
and Miscellany, printed Shanghae/' welcher überschrieben ist: Jottings on the science 
of Chinese arithnetic^ gedient. 

8» 
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ward dieser Einflofs za einem fast alle VerhSltnisse beberrschenden, und ward 
fflr lange Zeit dauernd befestigt. Wahrend der Regierung des ersten Tartaren- 
kaisers wirkte der unermfldlicbe und unerschrockene Missionar Schaal unter 
den Chinesen. Unter dem nachfolgenden Kaiser Kanghi, der sich wahrend 
einer 61jahrigen langen Regierung als warmer Freund der römischen His- 
sionare bewies, kam Ferdinand Verbiesl nach China, den der Kaiser alsbald 
zum Präsidenten des Collegiums für Astronomie ernannte. Der Vorganger 
dieser beiden berflhmten Jesuiten yi'BV Ricci, welcher 1611 starb, und zuerst 
dem Einflüsse abendlandischer Wissenschaft am kaiserlichen Hofe Bahn ge- 
brochen halte. Unsere Aufgabe ist es nicht, auf die Arbeiten dieser Manner 
naher einzugehen; wir gedenken ihrer nur, um daraufhinzuweisen, dafs durch 
sie die vorhandenen wissenschaftlichen Kenntnisse der Chinesen wesentlich 
bereichert und berichtigt wurden. Allein so viel Gewicht man auch auf diesen 
Umstand legen mag, wäre es doch unrichtig, anzunehmen, die Wissenschaften 
der Chinesen hatten überhaupt keinen selbststandigen, von fremden Einflössen 
unabhängigen Entwicklungsgang genommen, und was Wahres an ihnen, ver- 
dankten sie allein den Europaern. So ist es nicht; und Dies, an der einen 
Wissenschaft wenigstens, der Ariihmelik, durch Thatsachen nachzuweisen, 
dazu werden die nachstehenden, wahrscheinlich noch ziemlich unbekannten Hit- 
theilungen, auf Grundlage ursprflnglicb chinesischer Quellen, dienen. 

Der hochbegabte und in vielen Wissenschaften persönlich grandlich 
erfahrene Kaiser Kanghi zog nicht allein fremde Gelehrte, wie die oben 
genannten, sondern auch Manner von Geist unter den Chinesen, aus den ent- 
ferntesten Theilen seines Reichs an seinen Hof, und machte es ihnen durch 
die Freigebigkeit, mit der er fOr ihren Unterhalt sorgte, möglich, sich ganz 
ihren Studien hinzugeben. Unter diesen befand sich Einer, Namens ilfei- 
Wvh'-gan aus Hwuy^tsckau: ein Mann, der nicht nach Ansehen und Ehre 
geizte, der sogar nicht einmal ein Anhanger der neuen Moitii^rAti-Dynastie, 
im Gegentheil, der alten itfi/t^-Dynaslie war, ein Patriot im eigenilichen Sinne; 
weshalb er wahrend seines langen Lebens die Annahme eines öffentlichen 
Amtes dtandhaft verweigerte; jedoch ohne dadurch in der Gunst des Kaisers 
zu verlieren. Dieser zog ihn vielmehr häufig zu Rathe, unterhielt sich oft 
mit ihm Aber wissenschaftliche Gegenstande, und beförderte aus allen Kräften 
seine der Weisheit der Altvordern gewidmeten Studien. 

Hit grofsem Eifer hatte Mei bereits die Werke der alteren chinesisohen 
Gelehrten durchforscht und sich mit ihrem Inhalt grOndlioh bekannt gemacht; 
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als er non auch den Schriften der Fremden, welche die Jesuiten den Chinesen 
nginglich gemacht hatten, seine Aufmerksamkeit widmete. Im Gegensats 
mit der damals bei Hofe herrschenden und besonders von dem Kaiser selbst 
vertretenen Ansicht, gelangte er dadurch zu der Überzeugung, dafs man die 
wissenschaftlichen Verdienste der Europfier flberscbdtze, dagegen die alte chi- 
nesische Weisheit und deren Ergebnisse vernachlftssigt habe. Er behauptete, 
dafs von den durch die Fremden neu eingefQhrlen Theorien, die bei weitem 
gröfste Mehrzahl bereits den Chinesen Jahrhunderte frfiher bekannt gewesen 
seien, und Dies nur aus Unkunde mit der heimischen Literatur flbersehen 
worden sei. Diese anfangs das Erstaunen seiner gelehrten Zeitgenossen er- 
regende Behauptung suchte er dOrch eine reiche Sammlung von Citaten aus 
altchinesiscben Werken, welche er zusammenstellte, thatsächlich zu belegen; 
und diese Enthaltung, nachdem sie mehr und mehr als richtig anerkannt 
worden, wurde wahrscheinlich mit die Ursach, dafs die fremden Gelehrten nach- 
mals in der Gunst des Kaisers nicht mehr die erste Stelle einnahmen; wie 
frflher. Dies erhellet zur GenOge aus einem vom Kaiser und seinen vor- 
nehmsten Ralhgebern verfafsten mathematischen Werke, unter dem Titel: 
L€uh Mh yuen jfuen (Näheres Ober dieses Werk weiter unten)*, bei dessen 
Herausgabe namentlich Mei siQh emsig betheiligte. 

In einem der ersten einleitenden Abschnitte dieses Buchs wird, nach- 
dem die Verdienste von Ricci, Schaal, Verbiet und andrer Europäer ge- 
bührend anerkannt worden, die Frage aufgeworfen: woher stammten aber diese 
Kenntnisse der Fremden? und die Antwort war: sie hatten ihren Ursprung 
im Lande der Mütle und wurden nachmals Ober dessen Grenzen hinaus ver- 
breitet. Die geringen Kenntnisse Aber die Himmels-Erscheinungen, wie man 
sie zur Zeit der froheren Kaiser besafs, sind dafOr Zeugnifs; und dafs Weniges 
von Dem, was damals niedergeschrieben wurde, auf die Nachwelt gekommen 
ist, hat darin seinen Grund, dafs die meisten solcher Schriften (zweihundert 
Jahre vor der christlichen Zeitrechnung) durch den zweiten Kaiser der Teit^ 
Dynastie, Namens Teckin Vang oder Tmn tnchi Hoangti verbrannt wurden. 
(Der erste Kaiser der T^rm- Dynastie war Tschuang siung Vang, der 
90ste Kaiser von China. Da er aber nur drei Monate regierte und sein 
Naehfolger, der oben genannte Hoangti, die Herrschaft der Tfftn- Dynastie 
erst befestigte, so wird dieser häufig als der erste dieser Dynastie angefahrt. 
Philipp von Maeedomen, Hannibat und Antiochue der Gr., König von Syrien, 
waren seine Zeitgenossen.) Jener zweite Kaiser nAmlich liefs sfimmttiehe 
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alten chinesischen Schriftwerke deshalb dem Fener flberantworten . damit, wie 
sein Premierminister sich aasdröckte, „der Geschmack der Alten nicht über die 
neuern Einrichtungen ein Verdammungs-Urtheil sprechen oder gar die Politik 
des Kaisers tadeln solle/^ GlQcklicherweise aber flbte damals bereits die 
chinesische Cultar einen nachhaltigen Einflnfs aber die gesammte bewohnte 
Erde, so dafs die Schriften chinesischer Gelehrten schon in fremde Sprachen 
flbersetzt worden waren, ehe sie verbrannt wurden. So ist es gekommen, 
dafs die Fremden allein im Besitz dieser Kenntnisse zu sein scheinen, die 
doch ursprQnglich Eigenthum der Chinesen sind. Und auf solche Weise wird 
in jenem Buche des Kaisers Kanghi nachgewiesen, wie alle Wissenschaft im 
Reich der Mitte ihre Geburtsstfitte habe. 

In der That möchte man lächeln Ober derartige Dednctionen, und sie 
fflr einen neuen Beweis chinesischen Eigendflnkels ansehen, welcher allerdings 
eine hervorragende Eigenschaft des Volkscharacters ist. Allein eine genauere 
Erforschung der wirklich vorhandenen Schatze chinesischer Weisheit lafst 
keinen Zweifel, dafs, abgesehen von der Richtigkeit oder Unrichtigkeit der 
obigen Bewelsfflhrung, die Chinesen doch schon in einer sehr frühen Zeit 
eine nicht gewöhnliche Kenntnifs, insbesondere mathematischer Wissenschaften, 
besafsen. Kfime es blofs darauf an, den Inhalt der gegenwärtigen Kunde 
der Arithmetik unter den Chinesen nachzuweisen, so wflrde es genflgen, 
einige ihrer Werke der Neuzeit anzufahren. Aber da es ausgemacht ist, da& 
sie Manches sowohl den Jesuiten, als auch den Arabern verdanken, mit 
welchen letzteren sie zur Zeit der Fir^n- Dynastie In lebhaftem Verkehr 
standen, so mufs man eine Einsicht in ihre hierhergehörenden Kenntnisse 
wahrend einer noch fraheren Zeit zu gewinnen suchen; und dazu stehen ge- 
nOgende Mittel zu Gebote. 

Einer grandlichen Bekanntschaft mit den Zahlen, deren Werth, Zu- 
sammenhang und Bedeutung, begegnen wir zuerst in dem Buche Ttfit^-Atn- 
kang^-muh, d. h. Allgemeine Geschichte von China, in welchem gesagt wird, 
dafs unter der Regierung von Hwang^ü, dieser Kaiser seinem Minister 
Lischau aufgetragen habe, das Kiu tschang, d. h. die neun arithmetischen 
Sectionen, abzufassen. Es werden diesem Kaiser auch viele Verbesserungen 
im Gebiete der Naturwissenschaften zugeschrieben; unter andern die Erfindung 
des Cjfctue van 60 Jahren; und obgleich nicht Alles, was von ihm gesagt 
wird, verbargt werden kann, da wohl kaum das Gedachtnils der Geschichte 
bfa in eine so frOhe Zeit hinaufreicht, so ist es doch bemerkenswerth, dafs die 
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gegenwärtig gebrauchliche chronologische Aera der Cyclen vom 61ten Jahre 
Jenes Kaisers datirt, d. h. vom Jahre 2637 vor Chr. Geb. 

Die gedachten neun arithmetischen Sectionen aber bilden den eigent- 
lichen Kern und das Fundament der Wissenschaft der Arithmetik, man darf 
vielleicht sagen der gesammten mathematischen Wissenschaft der Chinesen. 
Es ififst sich zwar nicht mit Sicherheit nachweisen, dafs ihr Verfasser den 
ganzen Inhalt dieser Sectionen vollständig begriffen habe (was vielmehr zu 
bezweifeln ist); auch bleibt es unentschieden, ob das Werk wirklich aus einer 
so frühen Zeil stamme: sicher aber ist, dafs es aus einer der Gegenwart 
9eAr fern liegenden Periode datirt; denn in fast allen nachfolgenden arith- 
methischen Werken der Chinesen wird seiner, als der ersten Grundlage der 
Wissenschaft des Rechnens gedacht. 

Dreihundert Jahre später, 2300 v. Chr. Geb., erfreuten sich die ma- 
thematischen Wissenschaften sorgsamer Pflege durch den Kaiser Yaou und 
haben unverkennbar bis zu dieser Zeit einen bedeutenden Fortschritt gemacht. 
Man erfährt aus dem Schu^king, dafs dieser Fürst ein Collegium von Astro- 
nomen einsetzte, um die nötbigen Zeilrechnungen zu machen und einen Ka- 
lender abzufassen. Diese Gelehrten gaben zugleich eine Übersiebt der Be- 
wegungen der Himmelskörper; sie berechneten die Solstitien und Aeqninoctien 
und die Länge des Sonnenjahres (unseres bflrgerlichen Jahres) , mit dem nur 
sehr geringen Fehler von einer einzigen Stunde: ein Beweis, wieviel Fleifs 
und Mflhe man schon damals auf die Wissenschaft der Zahlen verwandte. 

Nach diesen, durch unzweifelhafte chinesische Autoritäten wohlverbflrg- 
ten Hittbeilungen, bei welchen wir angeblich die bis zu Fohi, 3000 Jahre 
▼or Cb. Geb. hinaufreichenden astronomischen Beobachtungen absichtlich un- 
erwähnt liefsen, weil Das^ was man darOber gesagt hat, bis jetzt wenigstens 
nicht mit historisch unzweifelhaften Zeugnissen belegt werden kann, darf man 
die Chinesen als dasjenige Volk bezeichnen, vv Elches auf den Ruhm die Astro- 
nomie erfunden zu haben, ein Anrecht hat. Denn die freilich von Alters her 
wiederholte Behauptung, als hätten bereits im Jahre 3300 vor Chrislo die 
Egjfpter richtige Himmelsbeobachtungen gemacht und darauf eine Reihe von 
astronomischen Berechnungen ausgeföhrt, ist noch immer nur als Vermuthung 
anzusehen und, nachdem die Untersuchungen über die bekannten Thierkreis- 
bilder zu Denderah fflr diese eher ein jüngeres, als ein hohes Zeitalter fest- 
gestellt haben, ist jene Vermuthung eher zweifelhaft, als glaubhaft. Eine 
Kunde von Astronomie, sei diese auch noch so gering, läfst sich ohne Be- 



64 ^* Biernatzkiß die Arithmetik der Chinesen. 

kanntschafl mit dem Zusammenhange der Zahlen unter einander nicht denken; 
diese mufs nothwendig der ersteren vorausgehen. Und dafs die Chinesen in 
sehr frflher Zeil zu rechnen verstanden, Oberhaupt den Grundbegriff der 
Zahlen, der Gröfse, in bestimmter mathematischer Gestalt, kannten und den- 
selben auf die vorhandenen Dinge anzuwenden wufsten, wird sich weiter 
unten darthun. 

Der berflhmte Kaiser Tschau kony, um 1100 v. Chr., berechnete, nach 
einer vom Pater Gaubil flberlieferten Nachricht, in Loyang oder Honan-fu, 
der Hauptstadt der Provinz Honan^ an einem acht Fufs hohen Gnomen die 
Länge des Schattens zu 1,54 Fufs im Sommer und 13,12 Fufs im Winter; 
auch bestimmte er die Sonnenlänge zur Zeit des Wintersolstitiums. Beide 
Berechnungen erweisen sich als richtig (Yergl. Mädler, Populäre Astronomie. 
2. Ausg. Berlin 1846. S. 531); worüber man sich weniger wundern wird, 
wenn man vernimmt, dafs ein von Tschau kong selbst, oder doch unter 
seiner Mitwirkung verfafstes Werk existirt, in welchem die vornehmsten 
Grundwahrheiten der Mathematik niedergelegt sind. Es ist dies ein kurzer 
Dialog zwischen Tschau kong und einem angesehenen Manne, Namens 
Schang Kaou; die Schrift hat den Titel Tschau -pi, d. h. Schenkelbein des 
Tschau. (Dieser auf den ersten Blick auffallende Titel erklärt sich daraus, 
dafs die beiden Charactere Keu ku, womit Basis und ffOhe eines Dreiecks, 
von welchem in dem Buche häufig die Rede ist, benannt werden, ursprOnglich 
Bein und Schenkel bedeuten. Auch wir reden ja gleichfalls von „Schenkeln'' 
eines Winkels.) Die Schrift hat mehrere Abschnitte, deren erster einen 
Auszug gleichsam, oder eine Übersicht des gesammten Inhalts des Werks ent- 
hält. Wir geben ihn hier zum näheren Verständnifs und zur Benrtheilung 
des Ganzen. 

(1.) Tschaukong, so lieset man im Cap. 1., sagte einmal zu Scka^i^g-- 
kaou: Ich habe vernommen, Herr, Du seist in den Zahlen sehr bewandert; 
daher möchte ich dich fragen, wie der alte Fohi die Grade an der Himmels- 
kugel festgestellt hat: Es sind ja doch keine Stufen vorhanden, auf welchen 
man den Himmel ersteigen kann; und Richtschnur und Maafs von der Gröfse 
der Erde lassen sich auf den Himmel nicht anwenden. Deshalb wünschte ich 
zu erfahren, wie er diese Zahlen feststellte. 

(2.) Schangkaou erwiederte : Die Kunst zu zählen ist auf den Kreis 
und auf das Viereck zurflckzu fahren. 

(3.) Der Kreis mufs von dem Vierecke abgeleitet werden. 
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(4.) Das Viereck entsteht aus dem rechten Winkel. (Der Ausdruck 
rechter Winkel = keu-^ku bedeutet hier, wie oben erwähnt, die beiden kur- 
zen Seiten des rechtwinkligen Dreiecks.) 

(5.) Der rechte Winkel beruht auf der Vervielfältigung von neun Einern. 

(6.) Zerlegt man daher einen rechten Winkel in seine Bestandtheile, 
so ist eine, die Endpuncte seiner Schenkel verbindende Linie, wenn die Basis 
gleich 3 und die Höhe gleich 4 ist, gleich 5.' 

(7.) Macht man mit den äufsern Seiten ein Viereck, so ist dessen Hälfte 
dem Dreieck an Flächen -Inhalt gleich. 

(8.) Legt man alle Seiten zusammen, so ist das Facit gleich der Summe 
von 3, 4 und 5. 

(9.) Das Quadrat der Hypotenuse, gleich 25, ist gleich den Quadraten 
der beiden kurzen Seiten des Dreiecks. 

(10.) Yu stellte dadurch in seinem Reiche die Ordnung wieder her, 
dafs er die Grundgedanken dieser Zahlen zur Ausführung brachte. 

(11.) Tschaukonif rief aus: Wahrlich, grofsartig ist das Zahlensystem! . 
Ich möchte dich nun noch nach den Grundsätzen fragen, welche bei dem Ge- 
brauch des rechten Winkels zur Anwendung kommen. 

(12.) Schangkaou antwortete: Der rechte Winkel wird aus unge- 
krOmmten geraden Linien gebildet. 

(13.) Aufgerichtet bedient man sich des rechten Winkels zu Höhen- 
messnngen. 

(14.) Umgekehrt braucht man ihn, um Tiefen zu ergründen. 

(15.) Mittels des horizontal liegenden rechten Winkels bestimmt man 
Entfernungen. 

(16.) Durch Umdrehung des rechten Winkels wird die Kreislinie gebildet. 

(17.) Aus der Verbindung von. rechten Winkeln entsteht das Quadrat. 

(18.) Das Quadrat gehört der Erde, der Kreis dem Himmel an; denn 
der Himmel ist rund und die Erde viereckig. 

(19.) Die Zahlenverhältnisse des Quadrats sind das Grundmaafs, die 
Ausdehnungen des Kreises werden von dem Quadrat abgeleitet. 

(20.) Die Kreisfläche stellt den Himmel dar; die himmlischen Farben 
sind blau und schwarz, die irdischen gelb und roth. Die Kreisfläche wird 
nach den himmlischen Zahlenverhältnissen gebildet; sie ist auswendig blau 
und schwarz, inwendig roth und gelb, um die Stationen am Himmel und auf 
der Erde darzustellen. 

CreUe*t Journul f. d. M. Bd. LH. Heftl. 9 
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(21.) Wer daher die Erde kennt, ist ein gelehrter Mann, wer aber 
den Himmel kennt, ist ein Weiser. Diese Kenntnifs beginnt mit der geraden 
Linie; die gerade Linie ist ein Theii des rechten Winkels, und die Zahlen- 
verhältnisse des rechten Winkels sind auf die Gestalt aller Dinge anwendbar. 

(22.) Tschaukong rief aus: In der That das ist vortrefflich! 

Diese hier nach Ziffern aufgezählten einzelnen Sätze des gedachten 
Werks bedflrfen einiger Erläuterungen, wiewohl man in ihnen, auch ohne 
solche, schon erkennt, dafs wichtige mathematische Grundwahrheiten darin 
niedergelegt sind. 

Durch (2.) ist ein Axiom gleichsam ffir alle räumlichen Verhältnisse, 
die sich nach Wahlen bestimmen lassen, ausgesprochen. Der Satz (3.) enthält 
eine Andeutung von der Quadratur des Zirkels; was demnach schon in frü- 
hester Zeit als mathematisches Problem den Chinesen bekannt gewesen zu 
sein scheint. Die Ausspräche (4. und 5.) bezieben sich auf die Flächenmes- 
sung in der Ebene. Der an und für sich dunkle Satz (5.) läfst sich erklären, 
wenn man auf seinen Zusammenhang mit (4.) hinweiset und annimmt, der 
Verfasser habe sich ein Viereck durch eine Diagonale halbirt vorgestellt und 
die Werthe der Hypotenuse und der einen Kathete des entstandenen rechtwink- 
ligen Dreiecks zu resp. (5. und 4.) angenommen, welches zusammen 9 aus- 
macht; woraus er dann^ wie Satz (9.) zeigte den Werth der andern, den 
rechten Winkel formirenden Kathete zu berechnen wufste. In solchem Sinne 
konnte er wenigstens keinen andern Ausspruch, als den sechsten, dem Satze (5.) 
verständlicher anreihen, indem er mit (6.) die Grundverbältnisse der drei 
Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks unter einander angiebt. Die siebente 
Sentenz besagt, dafs ein die drei Winkel eines Dreiecks einschliefsendes 
Viereck noch einmal so grofs ist, als dieses Dreieck : ein bekannter, bald so, 
bald anders ausgedräckter geometrischer Lehrsatz. Satz (8.) ist das Axiom: 
die Summe der Tbeile ist dem Ganzen gleich; und Satz (9.) die berühmte 
47. Position im ersten Buche des Euklid, der Lehrsatz des Pylhagora». 
Die Aussprüche in (13., 14. und 15.) deuten an, dafs der Verfasser trigo- 
nometriscAe Messungen kannte; insbesondere wufste, wie sich die Gröfse 
unzugänglicher Gegenstände mit Hülfe der Trigonometrie finden lasse. Aus 
Satz (16.) darf man schliefsen, dafs dem Verfasser die Methode^ mitteis des 
Radius den Inhalt der Kreisfläche zu berechnen, nicht fremd gewesen sei. 
Satz (17. und 19.) sind an sich klar; dagegen enthält Satz (18.) einen Aus- 
spruch, der fast wie ein philosophischer Lehrsatz des Pythagoras klingt, und 
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jedenfalls beweiset, dafs der Verfasser einen innerlichen, doch begreifbaren 
Zosammenhang zwischen dem Wesen der Dinge und ihrer dufsern Erschei- 
nung ahnte. Ähnliches scheint auch dem ersten Ausspruch im (21.) Satze zu 
Grunde zu liegen; während der (20.) sich wahrscheinlich auf ein damals 
schon vorhandenes Instrument bezieht, durch welches Himmel und Erde ab- 
gebildet waren; wenn man sich davon auch keine genaue Vorstellung zu 
machen im Stande ist. Auch scheint dieser Satz die eigentliche Antwort auf 
die Frage des Kaisers zu enthalten, und die letzte Hälfte des Satzes (21.) 
deutet auf die Anwendung der Arithmetik auf die Geometrie. 

Der gelehrte Kaiser Tschaukong wQnscbte, dafs seine Söhne und die 
des Adels in der ihm werthen Wissenschaft der Arithmetik nicht. zurückblei- 
ben möchten ; weshalb er in dem von ihm selbst verfafsten „BiluaV\ welches 
genaue Vorschriften ober die Erziehung der Prinzen und Söhne der Vor- 
nehmen enthielt, den Hofmeistern derselben empfahl: „Die ältesten Fflrstensöhne 
und des hohen Adels in den sechs Künsten zu unterweisen, nämlich in den 
fünf Glasten religiöser Geremonien, in den sechs verschiedenen Arten der 
Musik, den 5 Regeln für Bogenschützen, den 5 Vorschriften für Wagenlenker, 
den 6 Anweisungen zum Schreiben und den 9 Methoden, mit Zahlen zu 
rechnen'^ Die Gommentatoren des vorhin erwähnten Kiutschang sagen, dafs 
unter diesen 9 Methoden zu rechnen der Inhalt des Kiutschang, die neun 
arithmetischen Sectionen, verstanden sei. 

Seit jener Zeit, bis dahin wo der Kaiser Hoangti sämmtliche chine- 
sische QOcher verbrennen iiefs, von 1100 vor Gbr. bis 240 nach Ghr., be- 
sitzen wir nur gelegentliche Anspielungen auf die Wissenschaft der Arith- 
metik in den alten Glassikern. Nach dieser Begebenheit aber scheint die 
Arithmetik einen neuen Aufschwung genommen und viele Freunde und Ken- 
ner gefunden zu haben. Denn es ist eine so grofse Anzahl arithmetischer 
und allgemein -mathematischer Werke vorhanden, dafs schon allein die Auf- 
zählung ihrer Titel zu weitläufig sein würde und wir uns auf eine übersicht- 
liche Darstellung der hervorragendsten Schriften beschränken müssen. 

Etwa ein Jahrhundert vor der christlichen Zeitrechnung veröffentlichte 
ein gewisser Tschang Tsang ein Werk: Kiu Ischang swnn suh^ d. b. 
Arithmetische Regeln zu den neun Sectionen, welches die von den kaiserlichen 
Hofmeistern unter der Dynastie Tschau befolgten arithmetischen Grundsätze zu 
enthalten behauptet. Jedoch giebt es sich nicht für ein neues Originalwerk 
aus, sondern nur für eine revidirte und verbesserte Auflage eines viel altern 

9* 
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Buches, dessen Verfasser unbekannt ist. Dies Werk hat bis beute mehrere 
neue' Auflagen erlebt, ist jedoch jetzt sehr selten geworden: es hat aber 
viele Commentaloren unter namhaften chinesischen Gelehrten gefunden; was 
den Werth zeigt, den man ihm beilegte. 

Aus dem dritten Jahrhundert nach Chr. Geb. erwfibnen jfvjr zwei her- 
vorragende Schriften. Die eine schrieb Sunfsze, ein Gelehrter von Ruf, 
unter dem Titel Stvan hing, d.h. Arithmetischer Classiker; sie ist gleichfalls, 
wiederholt und mit Erläuterungen begleitet, veröffentlicht worden und wird 
fast in jedem spätem Werke Ober Arithmetik citirt. Die andere Schrift er- 
schien unter dem Titel: Schuh so ke e^ d. h. Archiv fQr Rechenkunst; ihr 
Verfasser l\jefs Seu Kiu. Auch diese ist hfiufig durch spfttere Schriftsteller 
commentirt worden. 

Vor Ablauf des sechsten Jahrhunderts gab Hea Hau yang seinen 
Swan king (Arithmetischen Classiker) heraus, in welchem er mehrere Ver- 
besserungen der alten Rechnenmethode niederlegte und sich nicht enge an die 
Sectionen des Kiu tschang anschlofs; wie es bisher von allen seinen Vor- 
gängern geschehen war. Kaum hundert Jahre später erschien von Liu Hwuy 
ein Werk: Tschung tscha keä tsih wang tsche schuh betitelt, d. h. Voll- 
ständiges System der Mefskunst, auf Grund von Beobachtungen mehrerer 
Baken. Es erhielt im achten Jahrhundert eine neue Auflage unter dem ab- 
geänderten Titel: Hä taou swan king, d. b. Insel arithmetischer Classiker: 
so benannt, weil die erste Aufgabe des Buchs von der Ausmessung einer 
Insel von einem entfernten Standpuncte aus handelt. Auch Wu Ts^u, ein 
Zeitgenosse des letztgenannten Gelehrten, schrieb einen oft citirten Swan king. 

Mit dem Beginn des siebenten Jahrhunderts erfuhr die Trigonometrie, 
zu der, wie man oben sähe, schon in frflhester Zeit Grundlagen gelegt waren, 
eine fortschreitende Ausbildung. Tschaou Tschwang verfafste ein trigono- 
metrisches Handbuch: Tschau pe swan king, d. h. Arithmetischer Classiker 
der Tschau- Trigonometrie. Es war indessen kein Original werk, sondern 
nur eine revidirte Ausgabe eines um vieles älteren (wie auch der Titel an- 
deutet), von welchem man annehmen darf, dafs es das erste chinesische \Yerk 
Ober Trigonometrie gewesen sei. 

Etwas später erschien von Tschin Lwan ein nachmals von IdC Tschun 
fung commentirtes Werk : Wu king swan schuh, d. b. Arithmetische Regeln 
der fünf Classiker. Fast gleichzeitig erfolgte die Herausgabe eines neuen 
Swan king, durch Tschang Kiu kihn, welches wegen der prägnanten Kflrse 
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seines Slyls schwer zu verstehen sein soll; deshalb haben wiederholt mehrere 
Autoren Erklfiruogen dazu verfafst. 

Während der Taitjf-Dynastie gab, gegen Ende des achten Jahrhun* 
derts, der kaiserliche Bibliothekar Wang Heaou tung einen von einem selbst- 
geschriebenen Commentar begleiteten „Arithmetischen Classiker der piten 
Formeln'* oder, wie es auf chinesisch heifst, Tseih ku swan king , heraus. 
Dies Buch enthält zwanzig Aufgaben aus der Stereometrie^ welche zur Er- 
Iftuterung der fünften von den mehrfach erwfthnten neun Sectionen dienen 
sollen. Die Chinesen sagen, es sei schwer verständlich geschrieben ; wiewohl 
nicht ohne Werth. Dafür spricht eine neue, 1803 zu Sutschau von Tschang 
Tun pn besorgte Ausgabe, in welcher die einzelnen Aufgaben sämmllich 
ausffibriich dargestellt und erläutert sind. 

Zur Zeit derselben Dynastie gelangle ein buddhistischer Priester 
Yihhing zu hohem Ansehen wegen seiner mathematischen Kenntnisse. Seine 
Schriften Ober Astronomie, Arithmetik, Abweichung der Magnetnadel u. dgl. m. 
haben ihm einen dauernden Ruhm unter seinen Landsleuten erworben. Er 
scheint eine seltene Universalkenntnifs in den Naturwissenschaften gehabt zu 
haben. Wahrscheinlich war es damals, däfs man in China mit den Ergebnis- 
sen des mathematischen Studiums in Indien bekannt wurde; denn mehrere 
Zahlenreihen von ungewöhnlicher Gröfse, deren fortan Erwähnung geschieht, 
deuten auf einen indischen Ursprung; z. B. die Reihe Hang ho schaou, 
welches „Sand des Ganges** heifst, und die durch die Zahl 10 mit 53 ange- 
hängten Nullen ausgedruckt wird. 

Um das Jahr 950 kam die iStiit^- Dynastie zur Herrschaft, und be- 
hauptete den Thron bis 1280. Die Kaiser aus derselben waren zum Tbeil 
Beförderer der Wissenschaften; daher unter ihnen sich manche Gelehrte her- 
vortbaten. Es ist unter andern Tsin Kiu Ischaou zu nennen, der um 1240 
die „neun Sectionen der Zahlenkunst** oder Su schu kiu Ischang verfafste. 
Zehe Jahre später erschien von Yang Hwvg ein Werk: Taeang keä kiu 
Uchang swan fa, d. h. Erklärung der Arithmetik der neun Sectionen, und 
aofserdem noch von demselben Verfasser ein zweites und drittes, welche 
populärer gehalten sind, nemlich: Tseang kedjih gung swan fa, d. h. Er- 
länlerungen der Arithmetik fflr den täglichen Gebrauch, und Sching tschu 
tung pien pun muh, d. b. Vollständiges Handbuch der Multiplication und 
Division. Unlängst sind zu Schanghai diese Schriften der beiden letztge- 
nannten Autoren wieder aufgelegt worden. 
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Während der ytim- Dynastie verbesserte, etwa um 1300, Ko Schau 
hing die bis dahin üblichen Rechnenmethoden, in einer Weise, welche Epoche 
machte. Aubh wird ihm die Einföhrung der sphärischen Trigonometrie zuge- 
schrieben; und obwohl sein hierauf bezügliches Werk verloren gegangen ist^ 
besiUt man doch ein anderes aus den Zeiten der ilffn^- Dynastie, unter dem 
Titel Hv seht swan schuh ^ d.h. Arithmetische Regeln für Segmente und 
Sinus versus, welches die Lehrsätze des Ko Schau hing, nebst dazu gehö- 
rigen Illustrationen enthält. 

Ein anderer Gelehrter, he Yay, verfafste ein Buch, auf das wir noch 
zurückkommen, betitelt Tnth yuen hA king, d. h. Spiegel ffir die Ausmes- 
sung des Kreises, in welchem eine Art Algebra zur Lösung trigonometrischer 
Aufgaben mitgetheilt wird. «Es ist möglich, dafs um diese Zeit die Chinesen 
einige mathematische Kenntnisse zur Vervollkommnung der ihrigen von den 
Arabern aufnahmen; denn sie unterhielten mit Diesen damals einen lebhaften 
Verkehr. Uebrigens wurden viele der hierher gehörenden Schriften der 
Araber, welche nach China gelangten, nicht ins Chinesische Obersetzt, daher 
auch ihr Inhalt gröfstentheils, seihst chinesischen Gelehrten, wegen deren Un* 
kunde fremder Sprachen, unbekannt blieb. Man fand einige in fremder Zunge 
abgefafste Werke in der kaiserlichen Bibliothek, als Huhgwu, der Begrflnder 
der ilffn^- Dynastie, den Thron bestieg. Dieser Monarch beauftragte zwei 
seiner hervorragendsten Gelehrten, mit Hülfe mahomedanischer Beamten, die 
arabischen Bücher zu übersetzen; allein der Inhalt war allen so fremd, und 
die »Ausdrücke lagen ihrem Verständnifs so fern, dafs die von ihnen ausge- 
arbeitete Übertragung ins Chinesische: Kihn yuen sin sching tsehe schu, 
d. h. Buch der alten Weisen über den himmlischen Ursprung, wie man es 
auch schon dem Titel ansieht, sehr unbrauchbar wurde. Gegenwärtig ist es 
nicht mehr zu haben; nach Angaben bei andern Schriftstellern ist aber zu 
vermuthen, dafs es hauptsächlich von der Algebra gehandelt habe. Jeden- 
falls scheint erwiesen, dafs der Einfiufs der Wissenschaften der Araber in 
China nur gering gewesen sei. 

In den ersten Zeiten der itfm^- Dynastie mag die Arithmetik bei den 
Chinesen wenig fortgebildet Verden sein, da kaum eine einzige Schrift von 
nur einiger Bedeutung ans dieser Periode vorhanden ist. Als daher da- 
mals die Jesuiten nach China kamen, mufsten sie eine sehr geringe Vorstel- 
lung von der Bekanntschaft der Chinesen mit dieser Wissenschaft bekommen; 
und um so mehr fanden ihre Theorien bei den Gelehrten Eingang und er- 
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regten deren Bewunderung. Aus diesem Grunde gelang es diesen Missionaren, 
wie oben bemerkt, sich Zutritt am Hofe des Kaisers Kanghi zu verschaffen. 
Zugleich ist aber auch hier wieder an die oben gedachten Forschungen des 
Gelehrten Met Wuh gau zu erinnern, denen zufolge die Weisheit der Ahnen, 
die man fast ganz aufser Acht gelassen hatte, in einem viel vortheilhafleren 
Lichte sich zeigte, als man bis dahin sie anzusehen gewohnt war. Die vor- 
stehende Übersicht aber die arithmetische Literatur der Chinesen bis zur An- 
kunft der berühmten Jesuiten Ricci ^ Schaaly Verbiesf u. a. m., dürfte dies 
günstige Urtheil darüber bestätigen. 

Wir wollen nun versuchen, den Lesern eine Einsicht in die Elemente 
des arithmetischen Verfahrens der Chinesen zu geben, und hoffen auch dadurch 
die Überzeugung anzubahnen, dafs die Chinesen in dieser Beziehung selb- 
ständig eine Wissenschaft gegründet und weiter entwickelt haben, die zwar 
auf allgemeinen,' daher überall gleichen Prinzipien beruht, deren Anwendung 
aber eine grofse Mannigfaltigkeit zuläfst. Der berühmte Verfasser des be- 
kannten Werks über China, Sir John Davis, war freilich in einem der 
Asiatischen Societfil im Jahre 1823 vorgelegten Vortrage anderer Meinung. 
„Die Chinesen,^' sagte er, „besitzen keine eigentliche Wissenschaft, deren Ur- 
heber sie selber wftren; und dafs sie deren keine von den Hindus überkom- 
men, beweiset, wie ich glaube, die Bereitwilligkeit,, mit welcher sie die Wis- 
senschaften der Europäer sich aneigneten.'' Diese, seine, auf mehrere Gründe 
gestützte Behauptung ist auf seine Autorität hin oft wiederholt worden. 
Derselbe Forscher schreibt, in besonderer Bezugnahme auf das Zahlensystem 
der Chinesen, in seinem gedachten Werke über China: „Die Chinesen schrei- 
ben ihre Zahlen in Worten, und zwar ganz verschieden von der arabischen 
Weise zu zählen, bei welcher sich der Werth der Zahlen um zehnmal ver- 
gröfsert oder verkleinert, je nach der Stellung, welche sie zu einander einr 
nehmen.^' In wie weit diese Behauptungen haltbar sind, bleibt dem Urtheil 
Derer überlassen, welche noch unsere fernere Mittheilungen beachten wollen. 

Zuvörderst dürfen sich die Chinesen das Verdienst zuschreiben, wenn 
es anders überhaupt ein Verdienst ist, die selbständigen Erfinder ihrer Zahl-- 
aeichen oder Ziffern zu sein. Der Swan pan oder das Rechenbrett^ 
welches gegenwärtig bei ihnen in Gebrauch ist, stammt aus einer beziehungs- 
weise späten Zeit; vor Alters behalf man sich mit Kerbhölzern aus Bambus. 
Diese Methode, die Anzahl der Einer durch eingeschnittene Kerbe auf einem 
Bambusstäbe zu bezeichnen, liegt unzweifelhaft den Figuren der chinesischen 
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Ziffern zu Grande. Denn die ersten 5 Ziffern werden durch eine dem Werth 
der Ziffern entsprechende Anzahl von parallelen Strichen dargestellt; wobei 
es, wie es scheint, dem Belieben überlassen bleibt, die Striche senkrecht oder 
horizontal neben einander, oder kreuzweis einander gegenOber. zu stellen. Die 
Ziffern von 6 bis 9 werden in ähnlicher Weise so bezeichnet, dafs die in 
ihnen allen enthaltene 5 durch einen horizontalen Strich ausgedrflckt wird, an 
welchen dann die noch 7u 5 hinzuzurechnenden Einer in senkrechter Stel- 
lung angefügt werden; die Null wird durch die Kreislinie dargestellt. Hier- 
nach ergeben sich folgende Figuren fflr die Zahlen von i bis 9: 

i=i, 2=11, 3=111, 4=1111, 5=11111, ff=i, 7=Tr, s=Tir, «=Tnr. 

Nachdem man sich auf diese Weise eine einfache, deutliche und sinn- 
entsprechende Bezeichnung der Zahlen geschaffen hatte, drückte man den 
Werth der Ziffern durch ihre Stellung neben einander aus; und zwar nach 
dem Dedmahystem ; ganz eben wie wir es thun. Dies geschah bereits 
mehrere Jahrhunderte vorher, ehe man noch von einer ähnlichen Theorie in 
Europa eine Ahnung hatte, und ehe das Ziffersystem der Araber erdacht war. 
Wir entnehmen dem Werke des erwähnten Tsin Kiu Tachaou (zur Zeit 
der iSttn^- Dynastie) ein Beispiet, um damit eine Probe zugleich des Werthes 
der Zahlen zu geben; wobei die Übereinstimmung mit dem von den civili- 
sirten Nationen des Abendlandes angenommenen Zahlensystems augenfällig ist. 

ISTTO O OO = 1,470,000 

T X im 1 X = 64,464 

ISO Silin = T = 1,405,536 

Wirft man nun noch einen Blick auf die Rechnenmethode der Chinesen, 
so vermifst man zunächst in ihren älteren arithmetischen Handbüchern die 
Elementarregeln über Addition und Snhtraction. Dies konimt daher, dafs 
die Bekanntschaft damit bei allen Denen vorausgesetzt wird, die sich mit 
dem Inhalt eines solchen Handbuchs vertraut machen wollen. Man kennt 
zwar die Worte Addition und Snbtractiön, Kea fa und Kihn fa im 
Chinesischen, verbindet aber damit einen andern als den uns geläufigen 
Begriff. Kea fa nämlich vertritt unsere Multiptication nur insofern als .es 
die successive Addition der ursprünglichen Zahl bedeutet; eben so ist Kihn fa 
ein Surrogat für die Division. * Was wir Addition nennen, heifst bei den 
Chinesen Ho oder Pin^, d. h. verbinden, und was wir unter Multiptication 
verstehen, nennen sie Sching fa; wobei zu beachten, dafs sie ihre Mullipli- 
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catioD mit der links stehenden Ziffer anfangen. MultipHcation mit einer 
einfachen Ziffer heifst Yin; Division durch eine einzelne Zahl, Kwei, durch 
mehrere, Tschu. Die Division wird übrigens durch wiederholte Subtraction 
ausgeführt. 

Nach diesen Vorbemerkungen wendefn wir uns zu dem Hauptwerke, 
dem Kiu tschang oder ^Neun Sectionen der Arithmetik"', um anzuzeigen, von 
welchem Umfange die selbständigen arithmetischen Kenntnisse der Chinesen 
waren. In diesem Buche sind im Ganzen 246 Aufgaben, in neun Haupt- 
Abschnitte vertheilt, von denen jeder einen selbständigen, in sich abgeschlossenen 
Theil der Arithmetik behandelt. 

Der erste Abschnitt hat die Überschrift Fang tien, d. h. Flächen-- 
Messung. Diese und die folgenden Überschriften der neun Sectionen haben 
wir nicht wörtlich übersetzt, sondern der neben der chinesischen Benennung 
gesetzte Ausdruck bezeichnet den Inhalt jedes Abschnitts, nach der bei uns 
gebräuchlichen Terminologie. Eine wörtliche Übersetzung der chinesischen 
Überschriften würde lauten: Für. Abschnitt 1, viereckige Felder; für 2, Reis 
und Geld; für 3, verschiedene Theilungen; u. s. w. Der erste Abschnitt 
beginnt mit einer Erklärung von MultipHcation und Division. Darnach folgt 
eine Reihe von Aufgaben, nebst den zu ihrer Lösung nöthigen Anweisungen 
über Ausmessung von Feldern verschiedenster Gestalt: viereckige, drei- 
eckige, kreis- und halbkreisförmige u. s. w. Für die Berechnung des Flächen- 
Inhalts eines Dreiecks wird die Regel aufgestellt, die Basis mit der ihr 
gegenüberliegenden halben Senkrechten zu multipliciren ; und um den Flächen- 
Inhalt eines Kreises zu finden, giebt der Verfasser folgende sechs Methoden 
an: Man multiplicire den halben Durchmesser mit dem Radius, oder nehme 
ein Dritthell vom Quadrat des halben Umkreises, oder ein Zwölftel vom Quadrat 
des Umkreises, oder ein Viertel vom dreifachen Quadrat des Durchmessers, 
oder ein Viertel vom Product aus Durchmesser und Umkreis, oder endlich, 
das dreifache Quadrat des Radius. Das Verhältnifs des Durchmessers zum 
Umkreise ist wie 1 zu 3 angenommen. Die Commentatoren des Kiutschang 
beriohten jedoch, der Verfasser habe sehr wohl das genauere, der Wahrheit 
näher kommende Verhältnifs gekannt, aber die vorliegenden Aufgaben erfor- 
derten keine genauere Angabe desselben. Dafs Dies begründet sei, erhellet 
unter andern auch daraus, dafs im MeiA suh, einer von Tsu Tschung tsche 
zu Ende des 6. Jahrhunderts verfafsten Schrift, das in Rede stehende Ver- 
hältnifs durch die Zahlen 7:22, und in noch früherer Zeit, von einem gewis- 
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sen Liu Hwuy durch 50:157 aasgedrflckt ist. Fflr die Berechnung von 
Segmenten werden zwei Anweisungen gegeben: Man addire das Product des 
Sinus und Sinus -versus zu dem Quadrat des Sinus -versus und halbire diese 
Summe; oder man nehme ein Zwölftel des Unterschiedes zwischen den Qua- 
draten des dufsern und innern Umkreises. 

Der zweite Abschnitt heifst Schuh pu, d. h. Proportion. Er be- 
schäftigt sich hauptsächlich mit Aufstellung von Regeln, welche den Werth 
von Reis je nach Verschiedenheit der Art und Qualität betreffen. Bei Angabe 
der Gewichte und Maafse ist der Hwang tsung zu Grunde gelegt: ein musi- 
kalisches Blase-Instrument, welches die Gestalt einer Röhre hat. Der Hwang 
tsung ist nämlich der Länge nach in 90 Theile getheilt, von denen jeder 
eine Fun, d. h. Linie ausmacht; 10 Fun sind gleich 1 Taun oder Zoll, und 
10 Taun gleich 1 Svhih oder Fufs. Er fafst 1200 Reiskörner, und 10 ge- 
fällte Hwang tsung machen 1 Ho, 10 Ho aber 1 Sching; etwa unserer 
Kanne entsprechend. Bei dem Längenmaafs und demjenigen, welches unserem 
Maafse fflr Flflssigkeiten, mancherlei Fröchte u. s. w. entspricht, ist also die 
Dedmaltheilung zu Grunde gelegt. Dagegen findet bei dem Gewicht die 
Theilung nach 12 Einheiten, gleich einem Ganzen, Statt. Die 1200 Reis- 
kömer nämlich, welche der Hwang tsung fafst, wiegen 12 Tschu; 24 Tschu 
sind 1 Leang, gleich unserer Unze, und 16 Leang sind 1 Kin; so viel wie 
unselr Pfund u. s. w. 

Der i/WM« Abschnitt, Schwdfun, d.h. Geseltschaflsrsgel, handelt von 
der Vertheilung von Vermögen unter mehrere Personen, von denen Jede 
einen verschiedenen Antheil an das Gesammtvermögen besitzL Die bezflg^ 
liehen Verhältnisse sind auf Grund arithmetischer Progressionen entwickelt; 
z. B. 4:6; 2:8; 3:7; u. s. f. 

Der tnerte Abschnitt ist Schaou kwang^ d. h. Evolution, flberschrie- 
ben und behandelt das Ausziehen der Quadrat- und Cubikwurzel, in 24 Auf- 
gaben. Die hier in Betracht kommenden Grundsätze werden nicht blofs auf gleich- 
seitige Quadrate und Guben, sondern auch auf Parallelogramme und Parallelo- 
pipeden von verschiedenartigster Ausdehnung angewendet. Dafs die aufge- 
stellten Regeln den unsrigen entsprechen, versteht sich; denn die Sache ist 
aberall dieselbe. Nur Das ist dem chinesischen Verfahren eigenthfimlich, dafs 
die Benennung der Zahlen mit den Namen geometrischer Figuren und Kör- 
per In Übereinstimmung gebracht ist. Höhere Potenzen als der Cubus kom- 
men nicht zur Sprache. 
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Im Anschlufs an den vorigen Abschnitt beschäftigt sich der fünfte, 
welcher Schang kung, d. h. Körpermessung heifst, vorzagsweise mit den 
bei öffentlichen Bauten erforderlichen Berechnungen. Es werden hier stereo^ 
metrische Aufgaben behandelt, wie sie z. B. bei Aufführung von Mauern und 
Befestigungen, bei Erbauung von Thflrmen und Wällen, bei Anlage von Grot- 
ten und Gräben u. s. w. vorkommen. Man findet eine Anleitung, den cubi- 
sehen Inhalt aller geradlinigen Körper zu berechnen, deren Oberflächen nicht 
in rechten Winkeln an einander grenzen, wie z. 6. der Prismen, Pyramiden, 
Kegel u. s. w. Aufserdem sind die mitgetheillen Regeln auch noch zur Lö- 
sung anderer hieher gehörender Aufgaben, z. B. von der Geschwindigkeit der 
verschiedenen Reisemethoden, zu Fufs, zu Pferde und zu Boot angewendet; 
überhaupt auf Alles, was in solcher Weise mit dem hier Behandelten zusam- 
menhangt und nach denselben Grundsätzen wie das zuerst Angefahrte ge- 
funden werden kann. 

Der sechste Abschnitt enthält Keun schu^ d. h. Vermischungsregeln. 
Hier finden sich Aufgaben, durch welche die durchschnittliche Steuer gefun- 
den wird, je nachdem man den Grundbesitz, oder die Bevölkerung, oder Dgl. 
zu Grunde legt; ferner solche, die den Werth verschiedener im Preise diffe- 
rirender Waaren, öder die Anzahl verschiedener Arten, die zu einem Ganzen 
zusammengefafst sind, ermitteln helfen. Eine Aufgabe der letzteren Art 
lautet z. B.: Angenommen man hätte in einem Käficht eine Anzahl Kaninchen 
und Fasane beisammen, im Ganzen 35 Köpfe und 94 Ffifse: wie viel von 
jeder Art wären vorhanden? Auflösung: 23 Fasane und 12 Kaninchen. 

Im siebenten Abschnitt Yin nuh, d. h. Ueberschufs und Mangel, 
finden sich Aufgaben erläutert und gelöset, bei denen das Facit durch das 
Verhältnifs zwischen dem Zuviel und Zuwenig ermittelt wird. Sie sind wie 
folgt ausgedrückt: Eine Anzahl Leute kaufte eine Anzahl Waaren : hätte Je- 
der von ihnen 8 Kasch bezahlt, so wären es 3 Kusch zuviel gewesen; 
dagegen: hätte Jeder 7 Kasch entrichtet, so worden es 4 Kasch zu wenig 
gewesen sein. Wie viel Leute und wie viel Waaren waren da? Auflösung: 
7 Leute und 53 StOck Waaren. 

Der achte Abschnitt handelt von den Gleichungen, auf chinesisch Fang 
tscking. Hier findet sich eine Auseinandersetzung Aber den Gebrauch von 
plus und minus {tsching und /ti), und in einer Reihe von 18 Aufgaben 
wird gezeigt, wie sich mittels bekannter Gröfsen unbekannte durch Glet^ 
chungen berechnen lassen. Eine Aufgabe lautet: Wenn 5 Ochsen und 

10» 
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2 Schafe 10 Taeh in Gold kosten und 2 Ochsen und 8 Schafe 8 Taels, 
wie theuer ist dann jeder Ochse und jedes Schaf? Auflösung: Jeder Ochse 
kostet m Tael und jedes Schaf f } Tael 

Endlich, der neunte Abschnitt beschäftigt sich mit der Trigonometrie, 
auf chinesisch Keu ku. Zur Veranschaulichung Dessen, was in den hier 
verzeichneten 24 Aufgaben, mit Hülfe der dem rechtwinkligen Dreiecke ent- 
lehnten Gröfsenverhältnisse geleistet worden, mögen einige dieser Aufgaben, 
nebst deren zu Grunde liegenden Bestimmungen hier folgen. Es ist der Un- 
terscMed zwischen Höhe und Hypotenuse, nebst der Basis gegeben; man 
soll die Hypotenuse finden. Aufy. 1. Im Mittelpunct eines Teiches, welcher 
10 Fufs im Quadrat mifst, wächst ein Schilf, das sich einen Fufs hoch Aber 
das Wasser erhebt; als man es ans Ufer zog, reicl\^e es nur bis an den Rand 
des Teiches; welche Tiefe hat das Wasser? Antwort: 12 Fufs Tiefe. 
Aufy. 2. Wenn beim ölfnen einer FlOgelthär der innere Rand der FlQgel 
einen Fufs vom Thfir- Rahmen entfernt ist, so betragt der offene Raum 
zwischen den Flügeln 2 Zoll: wie breit ist die Thär? Antwort: Jeder FlOgel 
50^ Zoll. Es ist die Summe von Höhe und Hypotenuse, so wie die Basis 
bekannt: man soll die Höhe finden. Aufy. Ein 10 Fufs hoher Bambus ist 
nach oben bin gebrochen; berührt nun das oberste Ende den Boden, so 
ist es 3 Fufs von dem entgegengesetzten Ende entfernt: wie hoch ist der 
Bambus bis zu dem Bruche? Antwort: 4|^Fufs. Es sind Basis und Höhe 
gegeben: man soll die Summe und den Unterschied dieser beiden und der 
Hypotenuse finden. Aufy. Wie grofs ist der Durchmesser des gröfsten 
Kreises, welcher) innerhalb eines rechtwinkligen Dreiecks beschrieben wer* 
den kann, dessen beide Katheten respective 8 und 15 grofs sind. Antwort: 6. 

Dies der Inhalt des Kiu tschany; freilich nur in einem sehr ober- 
flächlichen Abrifs, der aber doch schon eine Einsicht gewähren wird in die 
Mannigfaltigkeit der in diesem merkwürdigen Denkmal der Weisheit längst 
vergangener Tage niedergelegten mathematischen Wahrheiten, und in die 
Gründlichkeit, mit welcher dieselben theoretisch und practisch durchforscht 
und erläutert worden sind. Es ist noch hinzuzufügen ^ dafs jeder dieser 
neun Abschnitte, sowie in denselben jede Unter-Abtheilung, mit einer Stanze 
eingeleitet ist, welche im Allgemeinen den Inhalt der in jedem Capitel dar- 
gelegten Sätze andeutet. Auf den ersten Blick sind diese Stanzen schwer 
verständlich, bei genauerer Erforschung aber der Bedeutung der Wort-Gha- 
ractere findet sich, dafs sie in gedrängtester Kürze auf sinnreiche Weise und 
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in einer fflr das Gedfichtnifs leicht behältlichen Form ein passendes Motto 
abgeben. 

Auf den vorstehend mitgetheilten Grundlagen ist nun die Arithmetik 
der Chinesen fortschreitend weiter entwickelt worden; wie Dies jetzt darzu- 
thun sein wird. Es ist dabei freilich sehr schwierig, chronologisch genau den 
Zeitpunct festzustellen, in welchem jedesmal ein Fortschritt gemacht wurde; 
denn fast immer beziehen sich die chinesischen Gelehrten in ihren wissen- 
schaftlichen Werken, auch da, wo sie, wie man glauben sollte, die Forschung 
und Begründung allgemeiner Wahrheiten wirklich neu gestalten und weiter 
fahren, auf die Arbeit eines ihrer Vorgänger, zu welcher siei, ihrer Angabe 
nach, nur erläuternde Zusdtze zu machen haben. Ihre aufserordentliche Ver- 
ehrung fOr die Leistungen ihrer Vorfahren ist die Ursache dieser grofsen 
Bescheidenheit, welche es ihnen versagt, den Ruhm, neue Gedanken ausge- 
sprochen zu haben, för sich zu beanspruchen. Sie pflegen ihre Forschungen 
nie anders als in Erklärungen und Erweiterungen der oft kurzen, schwer 
verständlichen Sätze ihrer allen Classiker einzukleiden. Dies ist auch der 
Grund, wari^m ihre arithmetischen Regeln und Formeln, die in ihrer ursprüng- 
lichen Gestalt sehr unvollkommen ausgedrückt sind, erst nach und nach durch 
eine lange Reihe fortlaufender Entwicklungen und Ausführungen zu jener 
deutlicheren Darstellung gelangt sind, in welcher sie gegenwärtig uns vorlie- 
gen. Es sei verstattet. Dieses näher zu beleuchten. 

Eine der merkwürdigsten, inhaltreichsten und zu umfassender Entfal- 
tung fortgeführten arithmetischen Regeln ist die, welche Ta yen, d. i. grofse 
Erweiterung heifst, die Regel zur „Auffindung unbekannter Gröfsen''. In 
ihrer ursprünglichen, noch völlig embryonischen Gestalt kommt sie in dem 
^arithmetischen Classiker des Sun Tsze^^ vor, unter der Überschrift: Unbe- 
kannte Zahlengröfsen. 

Unter den chinesischen Historikern herrschen zweierlei Ansichten über 
das Zeitalter des Sun Tsze. Einige hallen ihn für einen Officier, der um 
dias Jahr 220 vor Chr. lebte und gewöhnlich unter dem Namen Sun Wu 
tsze vorkommt. Wahrscheinlicher dürfte die Annahme Anderer sein, dafs er 
im dritten Jahrhundert der christlichen Zeitrechnung, gegen das Ende der 
£fan- oder zu Anfang der IFieiA- Dynastie lebte. 

Die Regel des Sun Tsze wird mit vier, durch Reime harmonisch 
verbundene Zeilen, welche ihren Inhalt ganz allgemein ausdrücken, einge- 
leitet und dann sofort in folgende Aufgaben eingekleidet: Eine Zahl, durch 
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3 dividirt, giebt den Rest 2; durch 5 dividirt, den Rest 3, aod durch 7 divi- 

dirt^ den Rest 2: welches ist die Zahl? Antwort: 23. Das Verfahren^ wie 

diese Aufgabe zu lösen sei, wird durch folgende mystische Worte angedeutet: 

^Dividirt durch 3, giebt Rest 2: schreibe 140; dividirt durch 5, giebt Rest 3: 

schreibe 63; dividirt durch 7, giebt Rest 2: schreibe 30; diese Zahlen addirt, 

giebt 233; davon subtrahirt 210, giebt den Rest 23, die gesuchte Zahl/' 

Dieser abrupten Bemerkung folgt die eben so aphoristische Notiz: ^FQr 1, 

durch 3 gewonnen, setze 70; fQr 1, durch 5 gewonnen, setze 21; fflr 1, 

durch 7 gewonnen, schreibe 15; ist die Summe 106 oder mehr, so subtra- 

hire davon 105 nnd der Rest ist die gesuchte Zahl/' 

Untersucht man nun, wie spatere Gelehrte dieses von Sun Tsze nur 

in seinen rohesten Umrissen angedeutete arithmetische Verfahren verstanden, 

erklfirt und weiter entwickelt haben, so wird man darflber zunächst durch die 

Schriften des bereits erwfthnten Tsin Kiu tschaou belehrt, der gegen Ende 

der Dynastie Sung lebte. Die grofse Erweiterungs-Rechnung oder Ta yen 

wird fflr die vorstehende Aufgabe, und in Anschiufs an die zuletzt im Sun 

Tsze erwfihnte Notiz, von ihm wie folgt beschrieben: ^Man multiplicire die 

drei Divisoren 3, 5 und 7, wodurch man die Zahl 105 erhält, welche Y^n 

tnu oder ^Stamm-Erweiterung'' heifst. Diese dividire man durch die ^be* 

stimmte Stammzahl" oder Ting mu, hier die Zahl 7, so ist der Quotient 15 

die „Erweiterungszahl" oder Yen su. Diese Erweiterungszahl 15, dividirt 

durch 7, läfst 1 als Überschufs, welches der „Multiplicator" oder Tsching 

suh ist; mit dem Multiplicator 1 aber vermehrt, giebt sie als Product die 

„Hfllfszahl", oder Yeng su, 15. Dadurch ist erklärt, dafs es oben heifst: 

Fflr 1, durch 7 gewonnen, schreibe 15. Auf dieselbe Weise werden die 

andern Hülfszahlen gesucht, nämlich: 

105 

-^ :=:;: 21, d. h dlc Erwolterungszahl ; 

21 

-r- läfst den Rest 1, d. i. der Multiplicator; 

21 X 1 = 21 , d. i. die HOlfszahl. 

Daraus erklärt sich das obige: Für 1, durch 5 gewonnen, schreibe 21. Endlich 

105 

-— = 35, d. i. die Erweiterungszahl; 

35 

-^ läfst den Rest oder Ki 2, d. i. der Multiplicator; 

35X2 = 70, d. i. die Hfilfszabl, 
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oder wie es vorhin hiefs: fOr 1, durch 3 gewonnen, schreibe 70. Mit den 
drei Hfllfssahlen wird nun die Rechnung fortgesetzt, indem jene mit den in 
der ursprOnglichen Aufgabe genannten Resten multiplicirt werden, nSmIich: 

70X2 = 140; 21x3 = 63; 15x2 = 30. 

Hierin finden die oben als mystisch bezeichneten Worte des Sun Tsze, welche 
tUT Lösung der Aufgabe Anleitung geben sollten, ihr YerstSndnifs, und es bleibt 
nun noch übrig, was eben dort verlangt wird, zum Vollzug zu bringen, nfimlich: 

140+63 + 30 = 233; 233-105 = 128; 128-105 = 23; 

welches die gesuchte Zahl ist. 

Diese Erweiterungs-Regel oder Tayen, in ihrer einfachste;! Anwen- 
dung vorstehend beschrieben, diente spdtern Gelehrten zur Berechnung astro^ 
nomischer Verhdltnisse; namentlich der Cyklen und Epicyklen. Ein Priester, 
Namens Yih King hat das Verdienst, sie hierzu zuerst angewendet zuhaben; 
er starb bald nach Abfassung seines berühmten Werks „Ta yen lei schü*'' 
im Jahre 717 nach Chr. Auch dieses Werk hat der mehrfach erwähnte 
Tsin Kiu tschaou ausfflhrlich commentirt; in einer Schrift mit zwei Theilen, 
jeder von 9 Capiteln. Sie führt, im Anklang an das alte Werk des Kiu 
tsehang, von welchem oben die Rede war, den Titel: „Neun Abschnitte der 
Rechnenkunst'', und zeigt, wie nachstehende gedrängte Übersicht ihres Inhalts 
ergeben wird, in Vergleich mit früheren arithmetischen Werken, einen bedeu- 
tenden Fortschritt« 

In dem ersten Abschnitt des ersten Theils wird zur Berechnung der 
Erweiterungszahl 50 und der Hülfszahl 49 von den vier Hauptzahlen 1, 2, 
3, 4 ausgegangen. Mit diesen wird zunächst folgende Multiplication gemacht: 

1X2X3X4 = 24; 
1X3X4 = 12; 
1X2X4 = 8; 
1X2X3 = 6. 
Diese Producte werden dann, als Erweiterungszahlen, mit den vier Hauptzah- 
len in zwei Reihen zusammengestellt: 

Hauptzahlen 1 2 3 4, 

Erweiterungszahlen 24 12 8 6. 
Die Summe der letztem 244-12-f8-f€ giebt die grofse Eeweiterungszahl 50; 
das Product von je 2 unter einander stehenden, einer Haupt- und einer Er- 
weiterungszahl, beträgt jedesmal 24. Die gefundene Zahl 50 eignet sich. 
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als gerade, nicht zu einer Hfllfszahl zur Fortsetzung der Rechnung; deshalb 
werden die einzelnen Producte aus je einer Haupt- und einer Erweiterungs- 
zahl durch den gemeinschafliichen Divisor 2 in der Weise dividirt, dafs in 
den beiden folgenden Reihen das Produet von je einer Hauptzahl mit der 
unter ihr stehenden Erweiterungszahl gleich 12 ist, nämlich: 

Stammzahlen 1 13 4, 

Erweiterungszahlen 12 12 4 3. 
Nun wird von den Erweiterungszahien, soweit es angeht, die Aber jeder, 
stehende Stammzahl so oft subtrahirt, bis ein Rest bleibt; was, da bei dem 
letzten Glied e diese Subtraction nicht möglich ist und also unterbleibt, folgende 
Reihen giebt: 

Stammzahlen 113 4, 

Reste 1113. 

Diese Reste werden im Fortschritte der Rechnung als Multiplicatoren fflr die 

zuletzt aufgeführten Erweiterungszahlen 12, 12, 4, 3 gebraucht; woraus^ 

unter Wiederholung der Stammzahlen, die Reihen: 

Stammzahlen 1 13 4, 

Erweiterungs-HQlfszahlen 12 12 4 9 
entstehet}. Da nun die zweite Grundzahl 2 oben schon auf 1 reducirt und 
dabei die zweite Erweilerungszahl 12 unverändert beibehalten warde^ so wird 
zu letzterer die zweite Erweiterungs-Hfilfszahl 12 addirt, die dbrigen da- 
gegen werden luiverändert gelassen; woraus sich, mit Zusammenstellung der 
Grundzahlen, von denen die Berechnung ausging, folgende zwei Reihein er- 
geben : 

Grundzahlen 1 2 3 4, 

Bestimmte Hfllfszahlen 12 24 4 9. 
Die Summe der letzteren Reihe f2-f 24-f 4-J-9 beträgt 49, welche, wie oben 
erwähnt, im Yih King die Hülfszahl heifst. 

Diese Rechnung im ersten Abschnitt des Yih King, welche dort 
noch fortgesetzt wird, diente dazu, durch Zahlensymbole die Zukunft zu 
deuten; sie bildete eine arithmetische Grundlage för die bei den Chinesen, 
wie Oberhaupt bei heidnischen Völkern, sehr beliebte Wahraagerkunst. Die 
Zahlen hatten daher hier, wo sie gleichsam als Schlössel dienten, die Geheim- 
nisse der Zukunft aufzuschliefsen , ihre besondern Schriftzeichen. So hatte 
die Eins das Zeichen von zwei ganzen Strichen, die Zwei das Zeichen eines 
gebrochenen Striches, die Drü das Zeichen eines ganzen Strichs, und die 
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Fi^r das Zeidien eines gansen und eines gebroclienen Striches. Anf solche 
Weise entotanden die sogenannten Diagramme, welciie als die Überreste 
eines selir alten Systems der Wahrsagerei^ dessen Ursprung sich nicht nach- 
weisen Ififst, anzusehen sind. 

Die im zweiten Abschnitte des YiA King aufgestellte arithmetische 
Regel wird auf astronomische Berechnungen angewandt, und durch folgende 
Aufgaben eriflutert. Das Sonnenjahr sei gleich 365 j^ Tagen, die Revolution 
des Mondes 29^\i Tage, und das Kea Isze 60 Tage. Im Jahre 1246 war 
der 53te Tag des Kea tsze, oder des Cydus von 60 Tagen, der erste im 
eilften Monat, der 57te Tag des Kea tsze das Wintersolstitium oder der erste 
Tag des Sonnenjahrs, und der erste Tag des Kea tsze der neunte Tag des 
Monats. Man berechne die Zeit zwischen den beiden Conjunctionen des An- 
fangs dieser drei Cyklen, so wie die Zeit, welche bereits verstrichen ist, und 
die, welche noch bevorsteht. Auflösung: Die Zeit zwischen den beiden Con- 
junctionen beträgt 18240 Jahre oder 225 600 Monate oder 6 662160 Tage; 
es sind verstrichen 9 163 Jahre und stehen noch bevor 9 077 Jahre. 

Der dritte Abschnitt handelt von der Berechnung der Arbeit. Vier 
Gesellschafken, deren Mitgliederzahl verschieden ist, flbernehmen die Aufftih- 
rung eines Dammes. Jeder Gesellschaft wird ein gleicher Theil der Arbeit 
Qberwiesen; wie grofs derselbe aber sei, ist unbekannt; man kennt nur die 
Krtfke, welche jede Gesellschaft verwenden kann und wie viel von jeder 
Gesellschaft, nach Angabe des letzten ganzen Tagewerkes, unausgefOhrt ge- 
blieben ist. Daraus soll gefunden werden, ein wie grollier Theil des Dammes 
Oberhaupt vollendet wurde. 

Im vierten Abschnitt wird die Geldrechnung vorgetragen. Sieben, 
ursprOnglich gleich grofse Capitalien werden nach und nach durch Wechsel 
von verschiedenem Betrage, welche täglich darauf gezogen werden, vermin- 
dert. Wie grofs die Capitalien ursprOnglich gewesen, und wie viele Tage 
Wechsel auf sie gezogen sind, ist beides unbekannt; dagegen kennt man den 
Betrag der täglich gezogenen Wechsel und den Rest der Capitalien; daraus 
ist die ursprfingliche Summe der letzteren zu berechnen. 

Der fUnfle Abschnitt enthält folgende Aufgaben: Drei Landwirtbe 
besitzen Jeder eine gleiche Menge Getreide, welches auf verschiedenen Merk- 
ten und nach verschiedenen Maafsen gekauft worden ist. Der Überschufs 
Ober das volle Normalmaafs ist bekannt: daraus soll gefunden werden, wie- 
viel die ganze Menge betrug. 
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Im sechsten Abschnitt wird eine Aufgabe behandelt, der zufolge drei 
Regimenter nach der Hauptstadt marschiren. Man weifs, wie viele Meilen jedes 
taglich zurQcklegt, und zugleich die Stunde, wann alle drei die Hauptstadt er- 
reichen, und soll darnach die Entfernung der Hauptstadt von dem Puncte des 
Ausmarsches der Soldaten berechnen. 

Der siebente Abschnitt bezieht sich auf Lösung einer Aufgabe, wonach 
zwei Couriere mit verschiedener Eile eine Reise zurficklegen: es wird ge- 
fragt, welches der erste Ort sei, in welchem sie auf ihrer Route flbernaehken. 

Im achten Abschnitt ist von der Erbauung des Fundaments eines 
Gebfiudes die Rede, wozu 4 verschiedene Sorten von Backsteinen, die der 
Baumeister beliebig auswählen kann, verwendet werden. Die Grobe der 
Backsleine ist angegeben, und daraus sollen die Dimensionen des Fundaments 
berechnet werden. 

Die Aufgabe endlich, im neunten Abschnitte lautet: Es wird angezeigt, 
dafs 3 ReisfBsser, deren jedes gleich viel Reis enthielt, von Dieben zum Tbeil 
geleert worden sind. Man wufste nicht, wie viel Reis im Ganzen sich darin 
befand, aber es ergab sich, dafs in dem einen Fafs noch 1 lio übrig ge- 
lassen war, in dem zweiten noch 1 Schinff und 1 Ho und in dem dritten 
1 Ha. Als man der Diebe habhaft wurde, gestand A., dafs er mit einer 
Pferdestall-Schaufel mehrere Male aus dem ersten Fafs den Reis in einen 
Sack geffillt habe; B. dafs er in der Eile einen hölzernen Schuh ergriffen 
und diesen mehrere Male aus dem zweiten Fasse voll geschflttet, und C, 
dafs er eine Schflssel mehrere Male aus dem dritten Fafs gefflllt habe. Diese 
drei Geffifse, deren sich die Diebe bedient, sind zur Stelle, und es ergiebt 
sich, dafs die Schaufel 1 Schiny und 1 Ho enthalt, der Holzschuh 1 Schinsf 
und 7 Ho und die SchOssel 1 Schinff und 2 Ho. Wieviel Reis .war im 
Ganzen gestohlen worden, und wieviel hatte jeder Dieb genommen ? Antwort : 
Es waren 9 Schih 5 Tau 6 Schinsf und 3 Ho gestohlen ; A. hatte ^ Schih 
1 Tau 9 Schinff und 2 Ho genommen; B. 3 Schih 1 Tau 7 Schiny 9 Ifo; 
a 3 Schih 1 Tau 9 Schin^ und 2 Ho. 

Der zweite Theil des Werks von Tsin Kiu Ischaou behandelt aus 
schliefslich Berechnungen aus der Astronomie und Naturlehre; wobei eben- 
falls, wie im ersten, die Regel Ta yen zu Gnmde gelegt ist. Zu einer Zeit, 
wie damals, wo man nur sehr unvollkommene astronomische Instrumente be- 
safs, war es sehr wichtig, eine Methode zu haben, durch welche sich die 
Dauer des Sonnenjahra und einzelner astronomischer Zeitperioden, dieUn- 



S. Biernaizki, die Arithmetik der Ckineeen. 83 

regehnfifsigkeiton in der scheinbaren Bewegung der Planeten u. dergl. m. 
berechnen liefsen. Anch zeugt es von sorgfältiger Beobachtung der Natur- 
Erscheinungen , dafs, wie hier in den 4 letzten Abschnitten geschehen, Be* 
rechnungen Ober den Fall des Regens und des Schnees angefahrt werden. 
Ebenso bemerkenswerth ist die im fOnften Abschnitt versuchte Berechnung 
der Länge des Schattens am Sonnenzeiger. Etwas der chinesischen Regel Ta yen 
Ähnliches scheint bei den Hindu's unter dem Namen Cuttaca bekannt gewesen 
zu sein; worflber seiner Zeit z. B. im Novemberheft des Edinburgh Review 
vom J. 1817. Mittheilungen gemacht wurden. Daraus folgt aber nicht, dafs 
die Chinesen ihre arithmetischen Forschungen von den Bindu's fertig Aber- 
kommen, oder von ihnen Elemente der Arithmetik, insbesondere die grofse 
Erweiterungsregel, entlehnt haben; ebensowenig wie Dies von einem ihrer 
Religionssysteme erwiesen ist. Im Gegentheil giebt die auf geistigem Gebiete 
in vielen Fällen unbestritten schöpferische Tbfltigkeit der schwarzhaarigen 
Söhne Han's zu der wohlbegrflndeten Annahme Veranlassung, dafs ihre 
arithmetischen Forschungen von Anfang an ihr selbständiges Eigenthum, welches 
sie ihrer eigenen Geistes -Arbeit verdanken, gewesen sind. 

Bei dem hohen Alter, welches demnach diesen Forschungen unter den 
Chinesen mit Grund zuzuschreiben ist, fällt es nicht auf, dafs ihre Arithmetik 
schon eine ungewöhnlich hohe Stnfe der Ausbildung erlangt hatte; nur bleibt 
es merkwürdig, dafs die Chinesischen Gelehrten in ihren Schriften fast immer 
wieder auf den Kiutschang zurückgehen und ihre Gedanken nur fflr Entr- 
Wicklungen der in diesem Werke aufgestellten Grundsätze ausgeben; offenbar 
in der Absicht, dadurch den Ruhm jenes uralten Autors zu vermehren. 
Dennoch haben seine bescheidenen Nachfolger in Wirklichkeit weit mehr 
geleistet, als er; sie haben zum Theil wenigstens die Arithmetik auf neuen 
Grundlagen zu neuen Ergebnissen weiter geführt. Namentlich geschah Dies 
am Schlufs des 13ten Jahrhunderts durch eine Schrift: Leih tien yuen yih^ 
d. h. Aufstellung der himmlischen Monade, und welche, wie man sagen könnte, 
die chinesische Algebra enthalt. Dies haben einige Jahrhunderte später die 
Europäischen, römisch-katholischen Missionare nachgewiesen, welche sich be- 
kanntlich sehr gründlich mit dem Studium chinesischer mathematischer Werke 
beschäftigten. Dabei ist bemerkenswerth, dafs fast gleichzeitig drei verschie- 
dene und ohne Verkehr unter einander arbeitende Gelehrte, die sogar 
einander nicht einmal kannten, in der Arithmetik denselben FortschriU machten. 
Sie beziehen sich in ihren Schriften nicht Einer auf den Ändern; Jeder hat 

11» 
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seinen Gegenstand auf besondere Weise behandelt nnd scheint bei seinen 
Forschungen von einem andern Puncto ausgegangen zu sein. Das eben 
genannte WerhL hat wieder den mehrgedachten Tein Km fschaou zum Ver- 
fasser; ihm dient die Monade als symbolische Bezeichnung einer m^ekanfUem 
Gröfee. Die Methode, nach welcher der Verfasser seine Rechnungen voll- 
zieht, schliefst sich der Regel T^^en an, und man könnte also versucht sein, 
nichts wirklich Neues in der Schrift zu finden. Allein die Anwendung der 
Regel T^^en ist so umfassend, dafs Gleichungen vom 6ten, 7ten, 8ten und 
von noch höheren Graden hier mit einer Einfachheit und Gewandtheit be- 
rechnet werden, die von dem entschieden schöpferischen Talent des Autors 
zeugen. Die Theorie dieses Werks findet in einem nachfolgenden, welches 
der gleichfalls oben erwfihnte Gelehrte Le yag Jin läng geschrieben hat, 
eine voUsttndige Erläuterung; daher wir den Inhalt dieses zum Verstfindnifs 
des ersteren hinzuziehen. Le yay Jin king'e Schrift heifsl: Spiegel fflr die 
Ausmessung oder Berechnung von Kreisen. 

In dem Timi jfuen jfik des Tein Km techaou wird die Eine, die 
Monade, als Reprfisentant einer unbekannten Zahl zu Grunde gelegt; als x; 
bei der Aufstellung der Gleichungen aber nach chinesischer Schreibmethode 
Jede folgende Gröfse unter die vorhergehende gesetzt nnd der Ausdruck Toa 
Goeflficienten zur Anwendung gebracht Die erste Potenz der unbekannten 
Gröfse, oder x, hat ihr besonderes Schriftzeichen, welches in der Ausspradle 
Ymen keifet und reiibhts neben die Zahl geschrieben wird; eben so wird eine 
Zahl, welche keinen Buchstabenwerth hat, wie wir sagen würden, mit einen 
besondern Schriftzeichen Täe bezeichnet. Doch gilt fOr die Praxis der 
KQrze wegen der Gebrauch, das Zeichen Fueii wegzulassen, wenn man Täe 
schreibt, und dieses nicht zu schreiben, wenn man Ymen hinsetzt Die GM- 
dinag x' -f 15j?^ + 66x — 360 = wird daher so geschrieben : 

(«.) I d. h. Cubus von x, 

(*.) I ■ d. h. 15 Quadrat von x, 

(«0 Tl Fwii/d. h. Wx, 

CO illTO Tde, d. b. soviel als 360. 
Daraus ist zu sehen, wie die Stellung der Ziffern, welche den Goeffidenten 
von X bezeichnen, von der Reihe (if.), oder von Täe ab, die verschiedenen 
Potenzen Ton x ausdrflckt: die Reihe (J.) bezeichnet die Zahl, iJkne Buch* 
slnbenwerth, die darflber stdiende (c.) die erste Potenz von x, die oberhalb 
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(c.) stehende (A.) die sweite Polens , und die oberhalb (6.) stehende («.) 
die dritte Potens von xf ond in dieser Folge, von unten nach oben, geht es 
nnbegrenst fort. Zugleich widerlegt sich auch damit anfs Nene die bisher 
noch vielfach aufgestellte, oben erwAhnte Meinung, als sei den Chinesen der 
Gebrauch, durch Stellung den Werth der Zahlengrdfsen aussudrticken, unbe- 
kannt; sowie gleichfalls aus diesem Beispiel erhellet^ dafs die Chinesen, viel 
frflher als die europäischen Gelehrten, sich einer Schreibart der Gleichungen 
bedienten, wonach alle, mit einem Buchstabenwerth (nach unserer Redeweise) 
beseichneten CoefBcienten auf eine Seite (bei uns die linke) der ihnen 
insgesammt gleichen Zahl gestellt werden; die Methode uAmlich, die ange- 
fahrte Gleichung so xu schreiben: jc^'{'ifix^'\'66uy = 960^ war in China 
frflher flblich, als im Abendlande. 

Poeilive und negative Zahlen unterscheiden die chinesischen Mathe- 
matiker dadurch, dafs sie erstere mit rother, letstere mit eekwarzet Tinte 
schreiben. So geschieht es in dem Werk des TWn; doch nicht sum ersten 
Mal; denn in Schriften, die aus dem 6ten Jahrhundert stammen, kommt schon 
Dasselbe vor. Dagegen scheint Le ya^ Jin king der erste gewesen su 
sein, welcher die in den Gleichungen, wie wir sie schreiben, sur rechten 
Hand stehende Zahl mit einem diagonalen Strich beseichnete. So findet sich 
in dem oben mitgetheilten Beispiel einer Gleichung nach chinesischer Schreib- 
Art, die Ziffer von einem Querstrich durchschnitten. 

Die, wie Wir sagen wflrden, cur Linken stehenden Glieder einer Olei- 
Anng heifsen bei den Chinesen Ke teo, die sur Rechten stehende Zahl, der 
die ersteren gMch sind, wird Tung smk oder Yiu emk genannt. Eine 
Mdtiplication mit der unbekannten Gröfse wird dadurch ausgedrflckt, dafs die 
Mdtiplicanden eine Zeile höher gestellt werden, als die unbekannte Gröfse; 
soll mit dem Quadrat der letiteren multiplicirt werden, so stellt man die Mnl- 
tlplicanden um swei Zeilen höher; soll es mit dem Cubus geschehen, um drei 
Zeilen höher u. s. f. Die dadurch entstehenden leeren ZwischenrAume werden 
mit Nullen ausgefflUt. Die Division wird in umgekehrter Weise ausgedrflckt. 
Man stellt die Dividenden, je nach der verschiedenen Potens des Divisors, 
eine oder swei oder drei u. s. f. Zeilen unter den Divisor. Die Gröfse welche 
snAchst unter der Reihe TOe steht, ist die Quadratwursel; in der darauf 
folgenden Zeile steht die Cubikwursel; darunter das doppelte Quadrat u. s. f. 
Ist die Rechnung vollsogen, so wird die Reihenfolge der einseinen Zahlen- 
werthe umgekehrt, indem die suletst gewonnene und bei der Operation su 
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Unterst gestellte Zahl, nun oben an geschrieben wird, woran die fibrigen in 
gleichfalls Qmgekehrter Ordnung sich anreihen. Das darnach nun oben die 
gesammte Zahlenreihe eröffnende Glied beifst SehiA, die Summe; ist noch 
ein zweites Glied vorbanden, so beifst es Fa, Divisor; sind noch swei mehr 
vorhanden, so helfet das zweite von diesen Fanjf oder Tntng nnd das un- 
terste Yu. Bei jeder, aus noch mehr Gliedern bestehenden Gröfee verbleibt 
die Benennung Yu dem letzten, und die fibrigen kommen zwischen dem Fang 
und dem Yu zu stehen und werden mit dem Ausdruck lAhn, und zwar, je 
nach ihrer Reihenfolge von Fang ab, mit : erstes Lihn, zweites Likn u. s. f. 
bezeichnet 

Sind auf diese Weise die einzelnen zur Vollziehung der Rechnung 
gegebenen Gröfsen benannt und aufgefQhrt, so geschieht die Rechen-Operation 
selbst durch die, lAng lung ka fang, d. h. harmonisch abwechselnde Reihen- 
folge genannte Methode, welche nachstehendes, dem Werk des Tsin ent- 
nommene Beispiel nflher veranschaulicht. 

Aufgabe: Es soll, um den Werth von x zu finden, die Wurzel aus- 
gezogen werden aus: 

aA-f 1534464 X* = 526727677600. 

Auflösung. 

720 Schang. Werth von x. 
526727577600 ScAiA. 
14940217600 
14940217600 

. . Fang. 



731124800 
776249600 
747010880 

1534464 .... Schang Uhn. 
1044464 
64464 
1405536 
1461936 

Hea lihn. 

"TOÖ 
1400 
2100 
2800 
2820 
1 Tu. 



\ 
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Zor Vergleicboog setzen wir die Lösung nach europäischer Methode daneben : 
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731124800 


526727577IIÖÖ 


700 


490000 
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980000 
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29238720 
747010880 


14940217600 


700 




2100 


1470000 






700 


1405536; 






2800; 


56400 






20 


1461936 







2820 
Die fibrigen Ziffern der Wurzel werden auf ähnliche Weise berechnet. 

Der andere Autor Yany hwuy, ein Zeitgenesse des Tein und gleich- 
falls Erfinder dieser Methode, schrieb eine Analyse des Kim Uckang, in 
welcher er ähnliche Regeln, aber ohne sie durch Beispiele xu erläutern, auf- 
stellte. 

Der dritte endlich, Tsehu Schi kih, beginnt sein Werk mit folgendem 
i^Verhältnifs der lAhn bei Berechnung von Zahlen bis zur achten Potena,'" 
welches er aber nicht fflr etwas Neues ausgiebt, sondern eine ^alte Methode"" 
nennt, ohne dafs sich sagen liefse, wann sie zuerst erfunden sei. 

1 UrsprOngliche Summe. 
1 1 Factoren. 
12 1 Quadrat. 
13 3 1 Cubus. 
14 6 4 1 Doppeltes Quadrat. 
1 5 10 10 5 1 FOnfte Potenz. 
1 6 15 20 15 6 1 Sechste Potens. 
17 21 35 35 21 7 1 Siebente Potenz. 
1 8 28 56 70 56 28 8 1 Achte Potenz. 

Die meohaniffche Sructur dieser Tafel, welche, wie leicht ersichtlich, beliebig 
weit fortgesetzt werden kann, ist an sich klar; sie enthüllt die Grundzfige 
fflr jene Operationen im Tsin, von denen oben ein Beispiel vorgelegt ist, 

Techu Schi kih veröffentlichte seinen „Kostbaren Spiegel der vier 
Elemente" (auf chinesisch: Sze yuen yuh kihn)^ wie er sein Werk Ober- 
schrieb, im Jahre 1303 nach Chr. Geb. und fahrte seine arithmetischen Ent- 
wicklungen noch weiter, als seine beiden Zeitgenossen, indem er die Eins 
sowohl als bekannte, wie ab unbekannte Gröfse gebrauchte. Er nahm nämlich 
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4 Einbeiten (Elemente) an, welche er als Himmel, Erde, Mensch und Ding 
bezeichnete; womit er zugleich den Gedanken der Versinnlicbung der Zahlen- 
verhfiltnisse in allem Geschaffenen andeutete. Die drei erstgenannten Ein- 
heiten braochte er meistentheils zur Bezeichnung bekannter Groben, die 
letztgenannte fVuh, d. h. Ding, zur Bezeichnung unbekannter Groben. 
Ähnlichen Darstellungen begegnet man bei europäischen Gelehrten erst im 
16. Jahrhundert. 

Die Bu arithmetischen Rechnangen erforderliche ZusammenstellaDg 
jener 4 Einheiten oder Elemente lehrte TscAu SeAi kth so, dafs er sie am 
das Wortzeichen far Tde hernmstellte. Die Eins, welche Himmel, Tiengfuen, 
bedeutet, steht onter Tdf«; die zweite Eins = Erde znr Linken, die dritte, 
Mensch znr Rechten von Tdt and die vierte Eins, Ding, oberhalb Tde. 
Daraus bildet sieb folgende Tafel: 

1 

1 Täe 1 

1 
Stellt man sieh diese 4 Einheiten nach unserer Weise durch a-f^-f c-f ^ 
ausgedrflckt vor, so ergeben sie, ins Quadrat erhoben, die Summe 

oder, wie Tteku Sek» kik es ausdrOokt, folgende arithmetische Composition: 

1 
3 2 
2 
1 Td0 1 
2 

2 2 
1 

welcher, nach unserer Ausdmcksweise, folgende Aufstellung entspricht 

2b» 2cx 
2ax 
b^ TOe e' 

2be 

2ac 
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Ungeachtet der Vorzflge, welche diese Aufstellung der 4 Elemente 
fflr die Berechnung gewährt, scheint es, als sei dieselbe lange Zeit unbe- 
achtet geblieben. Erst während der Dynastien Tuen und Miriff ward sie 
wieder berOcksichtigt. So bediente sich ihrer Ko Schau hing zur Darlegung 
seines neuen Systems der Astronomie, welches den Titel Schau ftchi leih 
hat und während der Ftiifii- Dynastie veröffentlicht wurde. In der Mitte des 
16. Jahrhunderts nahm dann Tang Schun tschi eine Revision des ^Spiegels 
zur Berechnung von Kreisen*', des mehrerwähnten Werks von Le Yay, 
vor, und schrieb dazu einen Commentar. Doch ist derselbe von keinem 
grofsen Werthe, und steht weit hinter einem Werke des Ku Ying tseang 
zurQck, eines durchaus selbständigen Denkers, der aus jenem Commentar von 
Teuig die Regeln des he Yay zuerst kennen lernte und letztere fflr so 
wichtig hielt, dafs er sie nach dem Originaltext aufs Neue publicirte; ohne Tongas 
unerhebliche Zusätze. Vielmehr fügte er selbst dieser Auflage des ursprfing- 
liehen Textes seine eigenen Forschungen hinzu, welche aber die von Le Yay 
aufgestellten Regeln an Umfang und Tiefe weit übertreffen. Auch gab der- 
selbe Gelehrte das astronomische Werk des Ko Schau hing, welches ^Bogen 
und Sinus versus'* betitelt ist, aufs Neue heraus, um dadurch ebenfalls die 
Forschungen des Le Yay zur Anerkennung zu bringen. Seitdem trat wieder 
eine Pause in der fernem Entwicklung der Arithmetik ein; bis sie gegen 
Ende des 17. Jahrhunderts, unter der Regierung der Kaisers Kanghi, einen 
neuen Aufschwung gewann. 

Damals ward dem gelehrten Kaiser eine Abhandlung über die Algebra, 
wie sie die europäischen Missionare nach China gebracht hatten, unter dem 
Titel: Tseay kan fang vorgelegt, deren Verfasser mehrere dieser, bei dem 
astronomischen CoUeginm angestellten Missionare waren, und die mit der vor-* 
hin ausführlich besprochenen Tien yuen^ Regel des Le Yay unbekannt ge- 
wesen sein müssen. Denn sie bedienen sich in ihrer Abhandlung, zur Be- 
zeichnung derselben Gedanken, ganz anderer Ausdrücke; was sie offenbar 
sonst nicht gethan haben würden; schon um ihrer Schrift, bei der bekannten 
Pietät der Chinesen gegen die Arbeiten ihrer Vorfahren, möglichst leicht 
Eingang zu verschaffen. Sie sagen z. B. statt Tien yuen yih, wie es bei 
Le Yay heifst, Yih kan; statt Tsching und Fau brauchen sie die Aus- 
drücke To und Schaou, statt Tung suh sagen sie Teng suh n. s. f. Be- 
sondere Auszeichnung verdient diese Abhandlung nicht, da sie, in Vergleich mit 
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Le Yajf's Forschangen, nichts Neues enthält Der Kaiser Kanghi aber liefs 
sie in der Encyklopädie der Wissenschaften, welche auf seinen Wonsch ver- 
anstaltet wurde^ aufnehmen ; und dadurch ist sie uns aufbewahrt worden. Wir 
haben dieses Werks bereits oben erwähnt. Es fährt den Titel: Leuh leih 
jfuen ynen^ und wir werden noch auf einen Theil desselben ausfQhriicher 
zurOckkommen. Daher mag hier nur Folgendes bemerkt werden. Der gedachte 
Titel heifst: ,,Die verborgenen Quellen der Harmonie und der Zahlen'\ und 
das Werk zerfällt in drei Hauptth^ile: Astronomie, Reine -Malhetnaiik und 
Muüik, Die von den römischen Missionaren nach China gebrachten allge- 
meinen mathematischen Kenntnisse, so wie insbesondere ihre astronomischen, 
sind in die einzelnen Abhandlungen des Werks aufgenommen, welches sich 
durch Gründlichkeit und Fafslichkeit, so wie durch sehr correcten Druck aus- 
zeichnet. Es ist später sehr oft im Einzelnen commentirt worden, ohne dafa 
die Commentare besondere Erwähnung verdienten. Noch jetzt gilt es als 
kaiserlich - autorisirte Norm fflr das kaiserliche Collegium von Astronomen 
in Peking. 

Zu Anfang des 18ten Jahrhunderts ward das Studium der Tien Fti^n- 
Regel von einem Gelehrten, Namens Mei Wuhgan, wieder aufgenommen. 
Derselbe gab ein Werk unter dem Titel Tscliih schwug e tschin heraus, 
d. h. Perlen, die in den rothen Fufs träufeln. (Dieser auffallende Titel ist eine 
Anspielung auf eine Anekdote von dem alten Weisen Hwang ti, der bei 
einer Lustfahrt auf dem rothen Flufs, unweit der JSju^nit/tin- Berge, mehrere 
werthvoUe Perlen ins Wasser fallen liefs, welche erst nach sehr langer Zeit 
wiedergefonden wurden.) Der Verfasser stellte die Arbeit Le Yay^s mit der 
genannten Abhandlung der Europäer, Tseay kan fang vergleichend zu- 
sammen und commentirte sie. Seitdem hat man nicht aufgehört, die Tien 
Ftien-Regel grundlich durchzuarbeiten und von Zeit zu Zeit, mit neuen Zu- 
sätzen bereichert, wieder herauszugeben. Namentlich haben Dies mit beson- 
derem Fleifs und Talent zwei gegen Ende des verflossenen Jahrhunderts le- 
bende Chinesen gethan, beide Eingeborne aus SulMcAan, mit Namen Le Jny 
und Tückang Tunjin. Das berühmte Werk des Ersteren ist betitelt: E schuh, 
d. h. nachgelassene Schriften ; der Letztere hat eine Reihe von altern Werken 
aber die Tien Fu^n-Regel, mit Erläuterungen, wieder aufgelegt. Ein späterer 
Autor Tschang Tso nan schrieb ein mathematisches Compendiam: Teuy wei 
schon fang swan heo, welches, ohne jedoch Neues zu enthalten^ die An- 
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wendang der Tien yuen Regel auf die ebene Geometrie und die Stereometrie 
nachweiset. Im vierten Theiie dieser Schrift wird auch die Abhandlung der 
Enropfler, Tseay kan fang, berflcksichtigt ; allein Dies scheint wenig Anklang 
bei den chinesischen Mathematikern gefunden zu haben. 

Vor nicht langer Zeit ist in Yanglschati der ^Kostbare Spiegel der 
vier Elemente'' des Tschu Schi kih von dem Gelehrten Lo Ming heang, 
mit Illustrationen des ursprflnglichen Textes und einer 3 Bände starken Samm- 
lung von Regeln, neu herausgegeben worden. Diese Arbeit ist sehr gründlich 
und eingehend. Derselbe Autor hat auch eine Anzahl kleiner Abhandlungen 
Ober die Tien yti^n -Regel in ihrer Anwendung auf Trigonometrie, Astro^ 
nomie u. dgl. m. veröffentlicht, und ist dazu durch Geldmittel von Yuen Yuen, 
welcher, als vormaliger Gouverneur von Canlon den Fremden, und eben so den 
Eingebornen, durch seine freigebige Unterstatzung der Wissenschaften und 
Kflnste sehr wohl bekannt ist, in den Stand gesetzt worden. 

Seit der Thronbesteigung der üftn^^Dynastie, bis zur Ankunft der rö- 
mischen Missionare, erfreuten sich die mathematischen Wissenschaften in China 
keiner besondern Fflrsorge. Sie geriethen aadurch in Verfall; wie sich Dies 
namentlich bei den Arbeiten des astronomischen Collegiums in Peking zeigte, 
welche zu nichts mehr taugten. Bekanntlich machte sich Matthäus Ricci um 
die Regeneration dieses Collegiums verdient. Er arbeitete einen Leitfaden 
fflr Arithmetik aus, welcher nachmals von einem zum Christenthum bekehrten 
Mandarin Le Tsche tsaou revidirt und unter dem Titel: Tung wan swan 
tsehi, d. h. Leitfaden (Fflhrer) fflr die gemeine Arithmetik, edirt wurde. Sein 
Nachfolger, der Jesuit Schaal, schrieb mehrere ausgezeichnete mathematische 
Werke in chinesischer Sprache, welche mit Veranlassung wurden, dafs der 
Kaiser Kanghi jene oben erwähnte Encyklopädie ausarbeiten liefs, die er 
selbst durchsah und mit dem gröfsten Fleifs Bogen um Bogen corrigirte. Der 
dritte Theil dieses vortrefflichen Werks, welcher ,,Suh ii tsing wan, d. h. Re- 
positorium der Feinheiten arithmetischer Grundregeln'' überschrieben ist, be- 
handelt die abstracten Wissenschaften, und dient noch jetzt zur Grundlage der 
Berechnungen des astronomischen Collegiums in Peking. Wir betrachten daher 
diesen Theil etwas näher. 

Er zerfällt in zwei Haupt -Abschnitte, deren erster 5 Theiie hat, in 
welchen die „Theorie der Gröfsen'' abgehandelt wird. Der erste Theil be* 
ginnt mit einer Untersuchung Ober den Ursprung der Zahlen; es wird uns, 

12» 
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getreu nach Angabe chinesischer Weisen, erzfthlt, wie der bekannte Fohi das 
Drachenpferd aus den Fluthen des gelben Stromes herauftauchen sah, das auf 
seinem RQcken das Decimalsystem abgebildet trag. Diese Abbildung wird 
dann mitgetheilt; zugleich eine andere, welche der grofse Weise Yu auf dem 
Rflckenschild einer Schildkröte verzeichnet fand, die aus den Wellen des 
Flusses Lo hervortauchle. Den Beschlufs des ersten Theils macht das zu 
Anfang dieser Abhandlung erwähnte Werk Tachau pi. Die drei folgenden 
Theile enthalten in 12 Bfichern eine Anleitung zur Geometrie, welche aber 
der des Euklid an Klarheit und Grflndlichkeit nachsteht. Es wird hier von 
Ebenen und Körpern in jeglicher Gestalt das Nöthige vorgetragen ; im letzten 
Buche kommen die Proportionen zur Sprache; wobei Pläne und EntwQrfe zur 
Anfertigung von Rissen und andern Zeichnungen gegeben werden. Der 
fünfte Theil unsfafst, was man etwa ^ Arithmetik in Bildern** nennen könnte; 
es werden die Theorien fflr Berechnungen gründlich durchgegangen und durch 
Beispiele und Figuren erläutert. Der zweite Haupt -Abschnitt handelt in 40 
Capiteln von der Anwendung der Arithmetik und zerfällt in 5 Abtheilungen. 
Die erste, einleitende Abiheilung, welche aus zwei Capiteln besteht, bringt 
Tabellen über Gewichte und Maafse, Darstellungen der Addition, Subtraction, 
itfultiplication, Division und der Brüche. Die zweite, SCapitel zählende Ab- 
theilung, handelt von den Linien, von Proportionen und Progressionen, von 
der Vermischungsregel, der Gesellschaftsrechnung, der Rechnung von Gewinn 
und Verlust, und von den Gleichungen. Die zwölf Capitel, aus denen die 
dritte Abtheilung besteht, beschäftigen sich mit der Berechnung der Oberfläche 
von Körpern; mit dem Ausziehen der Quadratwurzel; der altern und neuern 
Trigonometrie; dem Gebrauch der acht trigonometrischen Linien; der Methode, 
die Seiten eines Dreiecks durch einander zu bestimmen; der Flächenmessung; 
der Ausmessung von gerade- und krummlinigen Figuren, der Kreis- Abschnitte 
und regulären Polygone. Die vierte Abtheilung bespricht in 8 Capiteln die 
Körper; die Ausziehung der Cubikwurzeln ; die Ausmessung von Körpern mit 
gerade- und krummlinigen Oberflächen, von Kugeln und Kugel -Abschnitten, 
von Polyedern ; das Gewicht von thierischen, vegetabilischen und mineralischen 
Stoffen; endlich die Haufen. Die fünfte Abiheilung umfafst 10 Capitel, mit 
Abhandlungen über Algebra; über verschiedene damit zusammenhangende 
Aufgaben; über Logarithmen und den Gebrauch der Secloren. Dann folgen 
8 Supplementbände; mit Tafeln. Die zwei ersten Bände geben die Berech- 
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nongen der Sinas and Cosinus, der Tangenten und Cotangenten, der Secanten 
und Cosecanten, bis sa 90 Grad. Der dritte und vierte Band enthalt die 
Divisoren der Zahlen von 1 bis 100000, zur Erleichterung der Rechnung 
mit Logarithmen; am Schlufs jeder Reihe von 10000 folgt ein Verzeichnifs 
der Primzahlen. Der fflnfte und sechste Band besteht aus Tabellen für 
Logarithmen »von 1 bis 100000, mit 10 Stellen, welche augenscheinlich ein 
Abdruck der 1628 in Holland von Hadrian Vlacq herausgegebenen sind. Am 
Schiurs stehen die Regeln, wonach sich die Logarithmen von noch gröfseren 
Zahlen berechnen lassen, und eine Übersicht des spezifischen Gewichts ver- 
schiedener Substanzen. Der siebente und achte Band enthält Tabellen fflr 
die Logarithmen der Sinus und Cosinus, der Tangenten und Cotangenten, der 
Secanten und Cosecanten, von bis zu 90 Grad. Alles Dies ist in einem 
eleganten, aber populären Stil vorgetragen, und offenbar darauf berechnet, von 
allen Gebildeten in China gelesen und verstanden zu werden. Es ist daran 
nichts weiter zu tadeln, als etwa die Weitschichtigkelt des Ganzen, die sich 
aber durch die encyklopädische Darstellung rechtfertigt. 

Die Erfindung der Logarithmen schreiben sich flbrigens die Chinesen 
als ihr Eigenthum zu; wenigstens sagt ein gegenwärtig zu Schanghai leben- 
der Mathematiker Le Sehen lan in seiner Schrift: Tuy sah tan yuen, d. h. 
Entdeckung des Ursprungs der Logarithmen, worin er eine neue, auf geome- 
trische Formeln basirte Berechnung der Logarithmen aufstellt, dafs diese neue 
Methode ^zehntausendmal leichter sei, als die bisher bei den Europäern ge- 
bräuchliche'' und dafs sie seine neu entdeckte Methode nicht kennten. Man mufs 
dies einem Manne zu Gute halten, der sich nur auf den Inhalt des encyklopädi- 
schen Werks vom Kaiser Kanghi beziehen kann, und dessen selbständige 
Erfindung daher die gröfste Anerkennung verdient; auch wenn sie fflr Uns 
nichts Neues enthält. Ein Mandarin in Hangtechau, Namens Td heu, ist 
auch damit beschäftigt, eine neue Berechnungs-Art der Logarithmen zu ver- 
öffentlichen. 

Wie man vernimmt, beginnt gegenwärtig flberali im grofsen chinesi- 
schen Reiche ein neuer Aufschwung der Wissenschaften. Freilich tritt seit 
fbnf Jahren der gewaltige Bürgerkrieg, der die bestehende Verfassung in 
Jhren Grundvesten erschflttert, sie zum Theil schon zertrflmmert und daa 
herrschende System der Ordnung ganz aus den Fugen gedrängt hat, hemmend 
dazwischen. Allein der neue Gegenkaiser, der in Nanking residirt, hat dort 
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die jährlichen Prflfangen der jungen Studirenden, die in den letzten Jahren 
eingestellt waren, jetzt wieder eingerichtet; er ist selbst ein Gelehrter, nnd man 
kann daher von ihm nnr Förderung der Wissenschaften erwarten. Und dafs 
die chinesischen Wissenschaften solcher Förderung werth sind und die chine- 
sische Nation überhaupt auf der Stufe wissenschaftlicher Cultur eine nicht un- 
bedeutende Stellung einnimmt, dflrfte, wenigstens für eine Wissenschaft, und 
für eine der edelsten, viel Talent, Fleifs und Ausdauer erfordernde, aus den 
vorstehenden Zeilen erhellen. 

Berlin, im April 1855. 
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6. 
Bemerkung über die Auflösung der biquadratisehen 

Gleichungen. 

(Von Herrn Dr. 5. Arotihold zu Berlin.) 



J = 



de 



a, 6 



Oezeicbnet man die gegebene Gleichung dorcli 
flx* + 4*ar»-i-6car' + 4rfx-f « = 

und berechnet die Determinanten 

a, b c-\-2l 

b, c — X, d 
c-\-2l, d, e 

so ist 

^ = 

eine cubisch« Gleichung von der Form 

welche, wegen des fehlenden zweiten Gliedes, direct durch die Cardanische 
Regel aufgelöset werden kann. Sind nun (-ä— ) » ("3") » ("ä") **'* Werthe der 

andern Determinante, welche den 3 Wurzeln dieser Gleichung entsprechen, 
so ist 

— i!-*±/(I^Uv'(lf).±y(#).b 

WO die zusammengehörigeD Zeichen so zu nehmen sinH, dafs ihr Product 
positiv ist. 

Noch aligemeiner hat man, für beliebige Werthe von | und 77: 

(ax+&)g'+3(/>A'-fc)riy+3(cx-frf)gy/'4-(rfj-+e)i?^ 

(±/[(4^)/-(^).?''+(-|r)/"=-(lr).^+(^),"*] 
= ±/m^-(^)/''+(-|f).W-(f ).W+(^).,-] 

|±/[(|f^-*-(l7)/'+(^).*V-(^).W+(|^).,']; 
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woraus der obige Werth von x folgt, wenn man f =1^ 17 = setst. Fflr 

^=:0, i?=l erhält man den Werth von — 

Die Determinanten sind hier äbrigens immer so zu bilden, dafs das ans 
der ersten Diagonale entstehende Glied negativ genommen wird. 

Berlin, im Jnni 1855. 
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7. 

Transformation der Gleichung der Curven 14ten 

Grades, welche eine gegebene Curve 4ten Grades 

in den Berührungspuncten ihrer Doppeltangenten 

schneiden. 

(Von Herrn Dr. O. Hesse, Prof. der Math, an der Universität zu Königsberg i. Pr.) 



In Bd. 40. S. 260 dieses Journals findet man die Gleichung der 
Curven 14ten Grades aufgestellt, welche eine gegebene Cnrve 4teii Grades 
in den 56 Berührungspuncten ihrer Doppellangenten schneidet, und in Bd. 41. 
S. 292 habe ich diese GI,eichung hergeleitet. 

Durch ein etwas abgekflrztes Vorfahren hat Eerr Salmon, auf dem- 
selben Wege, ganz dieselbe Gleichung erlangt, und zugleich eine geometrische 
Interpretation des einen Theils der Gleichung gegeben (A trealise on the higher 
plane curves pag. 89). Auch dem zweiten Theile der Gleichung läfst sich 
mit Hülfe des in diesem Journ. Bd. 45. S. 87 angegebenen Satzes eine geo- 
metrische Deutung unterlegen. 

Hit Hälfe der Gleichnng der gegebenen Curve läfst sich aber die er- 
wähnte Gleichung vom 14ten Grade auf unendlich viele Arten transformiren^ 
und ich werde ihr in Folgendem eine entsprechendere Form geben, in wel- 
cher auf jeden ihrer beiden Theile die Salmonsche Interpretation Anwen- 
dung findet. 

Es seien irgend neun Gröfsen r^ gegeben, wo die Indices x und X 
die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten. Irgend neun andere gegebene Gröfsen sollen 
durch wi bezeichnet werden. In dieser Voraussetzung lassen sich immer 
9 Gröfsen 6^ so angeben, dafs der Gleichung 

(1.) v{bt + vib;+vibS ^ wi 
Genflge geschieht. 

In der That drQckt diese Gleichung, da x und i. die Zahlen 1, 2, 3 
sind 9 neun, in Rücksicht auf die Gröfsen b lineare Gleichungen aus, welche 
grade diese Gröfsen unzweideutig bestimmen. Da aber nur drei von den 
Gröfsen, nämlich 6?, 6^, 63, in die Gleichungen eingehen, indem man ^B=r1,2, 3 

GreU«*i Journal f. d. M. Bd. LH. Heft 2. 13 
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setzt, so erhalt man durch Anflösong dieser drei Gleichnngen: 

(20 yiw],+ V][wli.Viwl = Vbl; 

wo durch V die Determinante ans den 9 Gröfsen v, und durch F/ ihre nach 
t^ genommenen partiellen Differentialquotienten bezeichnet werden. 

Wir wollen ferner folgende Bezeichnungen annehmen: 

Hit RQcksicht auf diese Bezeichnungen ergiebt sich aus der Gleichung (2.)) 
wenn man sie mit x, multiplicirt , und dann 1. 2, 3 für x setzt und addirt: 
Viw'+Vlw' + Vlw'^ V{bix, + blx,+blx,]. 

Multiplicirt man diese Gleichung mit w^ und setzt hierauf für i. die Zahlen 
1, 2, 3, so findet sich für die Summe aller der Gleichungen: 

(4.) ^VxW^w^ 
==V{{b[w''\-b\w^'\-blw')x,^(iiiw'']-bW 

Wenn man dagegen in (2.) x=zi. und hierauf fflr X die Zahlen 1, 2, 3 
setzt, so giebt die Addition 

oder 

(5.) -sr>j = Vß, 

wenn der Kürze wegen 

(6.) ß = b\Jrbl+bl 

gesetzt wird. Multiplicirt man endlich die Gleichung (5.) mit ti>^a?i-f ti^^s-f tf^^s 
und zieht sie von (4.) ab, so erhalt man: 

(7.) 2 r; ta' w^ - {w'x, + w^X2 + w^x^) 2 F/ wl 

^V{l{b[-^ß)w' + biw'-]^biu^]x, + lblw' + ibl-ß)w' + 

+ lbW + ^2W' + {bl-ß)]X,}. 

Um einen diesem ahnlichen Ausdruck aufzustellen, der aus ihm dordi 
Vertauschung der Elemente v und w hervorgeht, löse man die Gleichung (!•) 
nach den 9 Gröfsen v auf. Dies giebt: 

wo c die aus den 9 Gröfsen b gebildete Determinante, und cj; ihren nach bl 
genommenen partiellen Differentialquotienten bedeutet. 
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Man sieht leicht, dafs die Bezeichnungen in (1. und 8.) in den beiden 
Gleichungen (3.) so angenommen sind, dafs diese Gleichungen in einander 
Itbmrjfehen, wenn man Oberall die Buchstaben v und w mit einander ver- 

tauscht, und ngleich bj; mit — • Der Yortheil der Bezeichnungs-Art ist klar; 

denn da die Gleichung (7.) aus den genannten hervorgegangen ist, so ist es 
erlaubt, auch in dieser Gleichung die angegebene Vertanschung zu machen; 
wodurch sich dann, wenn man beräcksichtiget, dafs die aus den 9 Gröfsen 
w gebildete Determinante W=V.c ist, 

(9.) 2fV;;v'v^ — iv'x,'\-ti'x^'\^v'x^)2W;vl 

ergiebt, in welcher Gleichung der Kärze wegen 

(10.) y = cl+c^+d 
gesetzt ist. 

Wir kehren wieder zu den Gleichungen (1.) und deren Auflösungen 
(8.) zurück. Multiplicirt man dieselben mit x^, setzt dann ^8=1, 2, 3, und 
addirt, so erhftlt man: 

unter der Voraussetzung, dafs v^, w^ folgende Bedeutung haben: 

,'\-wlX2'\'W\x^ =. w^. 

Die erste der Gleichungen (11.) stellt ein System von drei, in Rflck- 
sieht auf die Variabein Vi, Vs, v^ lineftren Gleichungen, und die letzte die 
nach diesen Variabein aufgelöseten Gleichungen dar. Mit diesen Gleichungen 
findet aber zugleich folgendes merkwürdige System von Gleichungen Statt: 

Ub\—ß)wi — b\w2'\-biw^ = (^i~y)t?i + ^t^5 + ^s«^s9 
(13.) }b\w,'\-{bl-ß)w, + blw, = cjr,+(i^-y)r, + i^r„ 

{b\wi'\-blw2 + (bl — fl)Wi = eJri4-C2t?2+(<^ — y)t?5. 
Aus den drei Gleichungen, welche die erste Gleichung (11.) darstellt, ergiebt 
sich nfimlich: 

— 6Jti?,-f AJtr, = — cjri+i^r,, 

— blwi-^^biw^ = — t?ri+^«^2^ 

13» 
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nnd wenn man diese beiden Gleicbangen addirt, so erhält man die erste 
Gleichung (13.). 

Die Gleichungen (13.) zeigen, das die Ausdrflcke (7. und 9.) einander 
gleich sind, wenn r''=t^« und tifz=^w^ ist. Das Letztere ist der FalV wenn 
vl=^Vx und w\=^wi ist. Es findet also unter dieser Voraussetzung folgende 
identische Gleichung Statt: 

(1 4.) -2T* w^ Wi ~ (wi Xi -j- M^2 ^2 + '^3 ^3) -ST^'irJ 

Von dieser identischen Gleichung lassen sich interessante Anwendungen 
in der Geometrie machen, wenn man durch vi die zweiten partiellen Diffe- 
rentialquotienten einer gegebenen homogenen Function v, p\en Grades, von den 
Variabein x^^ x^^ x^ bezeichnet, und durch w\ die zweiten partiellen Diffe- 
rentialquotienten einer andern gegebenen homogenen Function ^ten Grades, 
von denselben Yariabeln. Aus den Gleichungen (12.) folgt alsdann, mit Be- 
rOcksichtigung der bekannten Eigenschaft der homogenen Functionen: 

und da 

t?ia7i-f i?2^2 + «^3Ä'-s = P(p—i)^ß 
WiXi'\-w^2-\-^i^y = y(y — l)w 
ist, so ergiebt sich aus (14.), wenn man fQr v„ und tL\ respective (p—i)v^ 
und {q—l)w^ setzt: 

(15.) {q-ir2V',w,w,-qiq-l)w:SV',wi 
= (p^if2W:v,v,-p(p-i)v2W:vU 
in welcher Gleichung v^ und u>^ die ersten partiellen Differentialquotienten 
der Functionen v und w bedeuten. 

Wir wollen nun diese identische Gleichung (15.), in der Voraussetzung 
dafs p = q=z2 ist, in welcher die Gleichungen t? = und w = zwei 
Kegelschnitte darstellen, geometrisch deuten. Die Gleichung ^F^t^^, 1^2=^ 0, 
welche ebenfalls die Gleichung eines Kegelschnitts ist, stellt den geometri- 
schen Ort der Pole aller Tangenten des Kegelschnitts v in Rflcksicht auf 
den Kegelschnitt w dar. Dieser Kegelschnitt geht mithin durch die 4 Puncto, 
in welchen die, den beiden Kegelschnitten v und w gemeinschaftlichen Tan- 
genten den Kegelschnitt w berühren. Diese Eigenschaft hat aber auch der 
durch folgende Gleichung dargestellte Kegelschnitt: 
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Da non aof gleiche Weise der Kegelschnitt 

darch die 4 Pnncte geht, in welchen die den beiden Kegelschnitten v und w 
gemeinschaftlichen Tangenten den Kegelschnitt v berühren, und beide Kegel* 
schnitte, deren Gleichungen zuletzt aufgestellt wurden, nach (lö.)? in ^nen 
zusammenfallen, so wird dadurch der bekannte Satz bewiesen: Dafs tich 
durch die 8 Berührungspuncte der, zweien Kegelschnitten u und v ge^ 
meinschaftlichen Tangenten, wieder ein Kegelschnitt legen läfst, dessen 
analytischer Ausdruck irgend eine der beiden zuletzt aufgestellten Glei- 
chungen ist. 

Es wurde aber die identische Gleichung (15.) deshalb entwickelt, um 
sie in dem Falle /i = 4 und ^==6 zu benutzen; in welchem Falle die Glei- 
chung in folgende Qbergeht: 

(16.) 2b2:Vlw^wj,-Z0w2Vlwl = 92Wlv,Vi — \2v2Wlvl. 

Man lasse aufserdem die Function w, vom 6ten Grade, die Determinante be- 
deuten, welche aus den zweiten partiellen *Diiferentialquotienten der gegebenen 
homogenen Function v, 4ten Grades, von den Variabein Xi^ x^^ ^3, gebildet 
wird. Dies ist dieselbe Function, die im Vorhergehenden durch V bezeich- 
net wurde. 

Diese identische Gleichung (16.) dient nun dazu, die In Bd. 40. S.260 
und Bd. 41. S. 292 angegebene Gleichung der Curve 14ten Grades, welche 
die gegebene Curve 4ter Ordnung f = in den BerQhrungspuncten ihrer 
Doppeltangenlen schneidet und welche sich durch 

(1 7.) SVl w, wx - 30 . w2Vx ii7j = 
darstellen läfst, auf mehrfache Art umzugestalten. 

Am besten wird es sein, die Summe SViWi zu eliminiren; wodurch 
man, mit Beräcksichligung der Gleichung t7 = 0, für die Curve 14 Grades, 
welche die gegebene Curve r=:0 4ten Grades in den BerAhrungspuncten 
ihrer Doppeltangenten schneidet, die transformirte Gleichung 

(18.) bSV^w^w, = B^W^v^v, 
erhftlt. 

Wenn man fQr die Zeichen in dieser Gleichung ihre Werthe setzt, ui^d 
zugleich für die Summen die Determinantenformen anwendet, so stellt sich 
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die Gleichung wie folgt dar: 



5, 
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ÖJT, 8x^ 
dw 
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dx^ Bx^ 

dw 
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d*w d*w d*w do 

SJtTöj^ dxt dx, ^x^'Sxl dxi 



d*w 
8x^ ox^ 

d*w 
dx^ dX| 

iL 

dXf 



d*w d*w 

ddp, dXf dXj^ dXf 

d*w d*w 
ax^ dx^ 



dv 

dx^ 



dXf dx, 

dv 

dxt 



d*» 


d*v 


dx, öx. 


Ö JTj dXf 


d*v 


d*v 


dXf dx. 


dx^dx. 


d*v 


d'v 



dv 
dx, 

dv 

dx, 





dx^ dx^ dx, dx, 

bedeutet und v = die Gleichung der gegebenen Curve 4ten Grades ist. 
Königsberg, im Januar 1855. 
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8. 

über die Bewegung eines EUipsoids in einer 
tropfbaren Flüssigkeit. 

(Von dem Herrn Dr. phil. Clebach zu Danzig.) 



§• 1. 

Einleitung. 

jM.an stelle sich eine tropfbare FIflssigkeit, den Ranm nach allen 
Seiten hin erfflUend vor. In der Flüssigkeit bewege sich ein Körper , dessen 
Gestalt vor der Hand nicht ndher bestimmt werden mag; und alle Bewegung, 
welche die Flüssigkeit erhält, rühre von der Bewegung dieses Körpers her, 
so dafe man die unendlich entfernten Theilchen als in steter Ruhe be- 
trachten kann. 

Bei der Bestimmung des Widerstandes, welchen der Körper durch 
das ihn umgebende Medium erleidet, kommen mehrere Ursachen in Betracht, 
welche sich in zwei Classen theilen lassen. In die erste setze ich die Druck- 
kräfte, welche mittels bekannter Hypothesen einer sichern mathematischen 
Schätzung unterworfen sind; in die zweite die Rmhung; nebst andern ihr 
verwandten Ursachen, welche der mathematischen Behandlung noch weniger 
zugänglich sind, als die Reibung. 

Ich werde mich im Folgenden nur mit dem ersten Theile beschäftigen, 
aus dessen Betrachtung sich einige, nicht uninteressante Folgerungen ziehen 
lassen werden. Eine derartige Aufgabe hat zuerst Poisson für die Bewegung 
eines Pendels in einer gasförmigen Flüssigkeit abgehandelt (Mem. de TAcad. 
des sciences, tomeJtl.) Später bat Dirlchlet für die Bewegung einer Kugel 
in einer tropfbaren Flüssigkeit die hauptsächlichsten Resultate angegeben 
(Monatsberichte der Berl. Akademie 1852), und zugleich auf die Möglichkeit 
hingewiesen, das Entsprechende für ein Ellipsoid zu erreichen. Ich habe 
daher versucht, nachdem ich die allgemeinere Aufgabe in kurzen Umrissen 
angedeutet, im Speciellen die bei der Bewegung eines EUtipsdUls eintretenden 
Verbältnisse näher zu untersuchen. 

Die erlangten Resultate mit Aer Erfahrung zu vergleichen, war wenig 
thunlich. Wo es möglich war, habe ich die Schrift yon Duchemin (Experi- 
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mental -Untersuchungen Aber den Widerstand von FlOssigkeiten , fibersetst 
von Schnuse') benutzt; doch konnte Dies um so seltener geschehen, als leider 
Duchemin grofsentheils mit Körpern operirt hat, deren Oberflftche einer ana- 
lytischen Behandlung zu grofse Schwierigkeiten entgegensetzt. 

Die Gleichungen, auf welchen das Problem beruht, sind die gewöhn- 
lichen hydrodynamischen. Die Grenzbedingungen, welche zur Bestimmung 
der willkQrlichen Functionen nöthig sind, erhält man, wenn man die im Un- 
endlichen liegenden FlOssigkeitstheilchen als stets ruhend, diejenigen aber, 
welche den Körper berflhren, als auf ihm gleitend betrachtet. Die Geschwin- 
digkeiten eines FlOssigkeitslheilchens nach den Coordinaten-Axen stellen sich 
dabei, wie es in der Hydrodynamik zu geschehen pflegt, als Differential- 
quotienten einer Function dar. Soviel mag in der Einleitung erwfihnt sein, 
um späteren Weitläufigkeilen vorzubeugen. 

§. 2. 
Allgemeine Gleichungen, die Einführung geeigneter Coordinaten betreffend. 

Um die Gleichungen des Problems in geeigneter Form aufzustellen, 
sind einige allgemeine Formeln voranzuschicken. 

Es seien x^^ o.*,, x^ die Coordinaten eines Puncts, bezogen auf ein 
hn Räume festes Goordinatensystem. In demselben System habe ein Pnnct 
des festen Körpers, ich will sagen, sein Schwerpunct, die Coordinaten fi, ^29 fs* 
Man nehme ein zweites, im Körper festes Goordinatensystem y, y', y", an, 
dessen Anfangspunct der Schwerpunct ist, und dessen Axen die Haupt-Axen 
des Körpers ßind. Die neuen Coordinaten hangen mit den alten durch Glei- 
chungen von der Form 

X -s = flSr+öor'+<y". r -v = äix^-äix,^4x,, 

(1.) I^x-Si = flSy + ^iZ+^r". / -V = a',x + a[x,+a',x,, 

(2.) -I, = «i'17-falV + eiiV', -V = ^f+«Ui +«i&. 

zusammen, wo zwischen den a die bekannten Gleichungen Statt finden, und 
wo die Tj die Coordinaten des alten Anfangspuncis im neuen System sind. 
Bei der Bewegung werden die a, x, y, S, .rj zu Functionen der Zeit; doch 
bleiben die y constant, fQr alle Puncte des Körpers. 
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Die Gescbwiadigkeilen des PudcIs x, Xt, Xt werdmi, wenn derselbe 
m die FlQssigkeit Mit, nach der obigen Aiuiahae m; 

f.. *r. d9 

Die relativen Gesehwindigkeitea, welche ein TheUehen der FlOssigkeit in dem 
selbst bewegten Systeme der y annimmt, sind also: 

I„ __ <fy ö<p . dii , xrfa;+j;,rfo?-{-x,</a; 
^ —m '^'T'lSir'r- Tt ' 
•^ "~ rf/ ^ ^^ rfi + dt ' 

«"_-«:"_ 3<p , dvr , xrfa?+x.«fa?+jr,rf< 

oder, wenn man Alles durch die a und die y aasdrOckt: 

wo die Gröfsen ^ die Werthe 

(6.) [Adl = ai<«+«;*, + a;j|„ 

haben. Die Obrigen A sind die von Poisson (Mecan. lome II.) bei der Ro- 
tation eines Körpers durch p, q, r beseichneten Gröften 

Man fahre endlich statt der y, /« y^ als Variabeb die drei Para- 
meter eines Systems orthogonaler Oberflächen ft., i*^^ ft^ ein, welches mit dem 
KArper fest verbanden angenommeii wird, flO dafli 

Crttte*« iounMl f. d. M, B4. LH. Heft t. 14 
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( 1^2 = F.iyyy'), / =rv r^i fh) ist. 

Die Functionen F, f sollen so bestimmt sein, dafs 

(9.) fi = fii, 

die Oberfläche des gegebenen Körpers giebt, und dafs man ferner, indem fi 
wächst, Oberflächen erhalt, deren jede die vorhergehende einschliefst, so dafs 
endlich ^ = oo die unendlich entfernten Puncte darstellL 

Es ist bekannt^ dafs die orthogonalen OberflAchen den Bedingungen 

din"Sf^^ diu dftk'^efn diAk ~~ " 

genflgen, wenn i and A versebiedeo sind, and dafs dadarch die Gleichangen 
in folgende abergehen: 



WO 



(^■=(t)"+(f)'+(^'. ^-=(t)"+(^y+(^)'. 

(.8.) L.=(>)-+(^)+(|;:)-. ^=(^)-+(^y+(|>)-. 

Setftt man niin 

(14.) « = ^, «. = ^, «.-^, 
SO erhalt man ans den Gleichungen (5.)^ 
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§. 3. 
Gleichungen znr Bestimmung der Function r^. 

Nach diesen Vorbereitungen lassen sich leicht die zur Bestimmongf von 
(f nölhigen Gleichungen angeben. 

Die Function mnfs bekanntlich der Gleichung 

(16.) = ^^^^^^^ 
genflgen. Dieselbe geht nach Einfahrung der y in 

aber, ond nach Einfflhrnng der /i (vgl. Jacobi's Math. Werke IL 43) in: 

c«-) |:[¥|]+^[^-^]+^[^-^] = «- 

Da ferner die an der Oberfläche des Körpers befindlichen Theilchen 
auf derselben nur gleiUn sollen, so mufs w für iJi=^fi^ verschwinden; daher 
findet zweitens die Gleichung 

Stall. 

Da endlich noch im Unendlichen überhaupt jede Bewegung fehlen soll, 
so mufs für fi = oo der Ausdruck 

«'+^+.! = (g)'+(^y+(^)' 

verschwinden, mithin^ wenn man fi, .U|, /i^ einfahrt, die Gleichung 

erfflilt werden. 

Es ist leicht zu sehen, dafs man in Folge der Gleicbang (19.): 

(21.) 9 = fV-\-UA-\- VA' 4- V "A" -f Ü"J" + ü'"^»"-f t/"' J"' 

14* 
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za setzen hat, wo W alleia von der Zat, die CT dage^n allein als von 
den Coorünaten ti, u,, /t, abhfingig zu betrachten sind. Die Gleiehang (19.) 
zerffilll dann in folgende steht: 



)dül_dy_ dV^__ ^' : „Jy_ 

\ dfi ~~ dfi' du ~ •■ 'B!*. ">^ dl» 



W bleibt OBbastimint, sehwindet jedoob^ wie sieh seigeo wird) vellstandig 
aus der Rechnung. 

S.4. 

Von dem OruciL 

Man betrachte nnn den Gesammtiruck ^ welchen der Körper dnrob 

die FlQssigkeit erleidet, und stelle die Integrale auf, welche die Componenten 

und die Rotationsmomente des Körpers ausdröcken. Dieselben sind, in Besng 

auf die Axen y, y, y" genooimen: 

r23 1 i^f^""^^^^' y^^' fpocosin, y)do, fpoCOs(n, y")dö, 

l>o(r'ws(ii,>-^)-Ao8(iiy))*v >ö(/'cos(fi,y)~ycos(ii,/0)<to...M 
wenn /öden Drack an der Oberfläche des Körpers bezeichnet (> = ^j), n 
die Normale dieser Oberflftche« äo ein Element derselben. Die Richtung der 
Normale werde ptmtiv genommen, indem man sich von der Oberflfiche des 
Körpers in dep Raum hinaus entfernt, so dafs also fi zugleich wächst. 

Fahrt mmi nun unter dem Integralzeichen fii^. ßh ^n^ und erwigt, 
dafs das Bogen -Element einer Curve auf der Oberflfiche den Ausdruck 

(84.) A^= Lldfil + Lldul 
hat, so findet sich fflr äo: 

(25.) äo = Lj^L^äu^äfj^, 
wo die Wurzelgröfsen £ii, L2 positiv n nehmen sind. Es ist femer: 

(26.) co8(»,y) = ±^.^, cos{ii,/) = ±2;-^, cos(ii,/') = ±x-^- 

Hier fragt sich, welches Zeichen zu nehmen sei: was leicht zu ent- 
scheiden ist. Denn es sei Jv (positiv) ein Element der Normale^ 00 ist der 
nächste Ptinct am Normale, in ihrer positiven Riehtang : 
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und derselbe sollte aof der Oberflaehe /iis:=/iu-{-^i^ liegen, wo J^i^i eine 
paeithe Gröfse Ist. Man erhfilt aber, wenn man links die Coordinaten des 
Pnnets einfiüipt: 

Ist daher anch L stets, wie bei L,, L2 angenommen wurde, die positive 
Wnrsel von L^^ so ist immer das obere Zeichen lu nehmen, damit man die 
AnsdrOke (23.) erhalte; und die Integrale nehmen dann die nachstehende 
Gestalt an: 

(28.1 )p=/!^f,^iu,i,.„ 

(i-=y¥^.(rf-r'-|-)«^<*^. 

in den Integralen ist fi=^(^) zu setzen, und es sind dieselben aber 
die ganse Oberflicbe aescndebnen. 

Der Druck p wird durch die bekannte Gleichung 

30. _^ = _,Z + © + i[(g)'+(^)'+(^)1 

dsftrirt, wono q die DichügkeU der FlOasigkeit, -f-Z die Rlcbtnng der 
8ehfß0r0 besdehBek, wo 

(31.) Z = «a!-f-ef,a',-l-o,*„ «' + «J -j- «| = t ist. 

Führt man ^i*, fti, th ein, so gelit (30.) in 

I +*{i.(^)"+^:(t)"+-fe(t)J 

Aber, and die GrOfsen ^ ^ erhalten ihre Bestimmang durch die Gleichungen 

Ol et 
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(33, )''^=^*+tr*-^-^'"-+t*" 

Die zweite dieser Gleichungen, dnrcb dt dividirt. geht in 
(34.) .. = ^ + ^.^ 
aber, und daher giebt die Vergleichang mit (150^ 
(39.) Ll^f-^-iÄ^+A^^ + A-^^iA-iy^-r^)^ •••]. 

Führt man Dies in den Ausdruck von p ein, so seigt sich, dafs jedes 
der Integrale (28. 29.) aus drei wesentlich verschiedenen Theilen besteht. 
Der erste derselben rfibrl von dem Gliede ^Z her, von der Schwerkraft} 

der zweite von -^^ und ist ein linefirer Ausdruck der Gröfsen 

dW dA' dA^ 
di ' dt ' dt ' 

Der dritte endlich ist eine homogene Function zweiter Ordnung aller GrOfsen 
A', A^\ Man untersuche nun die letzten beiden noch genauer. 

Den Integralen (23.) ist leicht anzusehen, dafs sie verschwinden, 
wenn po einer Conslanten gleich ist. Nun kommt aber W in /lu nicht anders 

vor, als in dem Gliede -^^ welches in Bezug auf die /ti constant ist. Die 

Gröfse W verschwindet also aus allen P. 

Aber die Integrale P vereinfachen sich sehr unter der weil umfas- 
senden Annahme, dafs die Oberflfiche des Körpers durch die Ebenen y=0, 
/ = 0, y^' = in acht symmetrische Theile zerfalle. In diesem Falle 
werden olFenhar die /( zu Functionen, welche ungefindert bleiben, wenn die 
y ihre Zeichen Andern. Ja, man sieht aus den Gleichungen in ($.3.), dafs 
man dann der Function tp die Form 

(36.)9=iF+Fy^+Fyj'4-ry'^''4-F*y/'j"+r*yVii'"+F«^^ 

geben kann, wo die F dieselbe Eigenschaft haben und femer die GrOfsen L 
und die Gröfsen i^= * .|2i sind. 

Nun zeigt sich aus der Form der Ausdrucke (23.) unmittelbar die 
Richtigkeit folgender Behauptung: 
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Wenn po die Form 

(37.) /».,=Ä'y+Äy+ÄV+Ä"ry'+Ä^yy+Ä"r>-"+Ä 

hat und die R sind Functionen, welciie sich niclit andern, wenn sieli die 
Vorzeiclien der y Andern, so bleibt von den 7 Gliedern, in welche Jeder 
der Ansdrflcke (23.) dadurch zerfflUt, nor immer JStn« stehen, und es ist: 

!P =/B y cos{n,y)do, J»»==/Ä"[y' cos(»,y)-ycos(»,y')]rfo, 
R =:fRy cosiny )do, P"'=/iP"[>-''cos(n,r) -y eo8(tt,y")]do, 
F'=fRY'coBiny')do, l*"=/Ä'»|>- cos(ii,/)->-'cos(«,y)]<fo. 

Im gegenwärtigen Falle hat nun p„ diese Form; denn es nimmt die 
Gestalt 

(39.) -2sL= -^z 4-^ -f.r(«iy 4- wy-fm'y-f «"//'-!- »'yv-|-«»''»yy') 
x(«r+ny+ii'y'+ii»yy4-ii'y'r-}-»»'">y) 

an, wo die n und m jene Eigenschaft haben; und zwar ist Immer m' mit 
Ä*, tn'' mit A'' proportional; und eben so die n. Wendet man also den eben 
angefflhrten Satz an, so erhalt maa folgende Gleichungen, in weichen H 
Ö9 Masse eines dem bewegten Körper an Umfang gleichen Flflssigkeilsvolumen 
bedeuten soll: 

fP =^Mcos(^,y)+« ^+/?J'J"H-yil''Ji", 



(40.) 



f P» ==/Mco8(y, y')H-«' ^-{-ß'A"J"-\-/A'A'\ 



' P' = /Mooi(^, y»)-\-x^'^-\-ß"A'Af>^-\-/'A'A'\ 

Die X, ß, Y sind Coiistanten; und zwar nehmen die x folgende ein- 
liMlMn Werthe an: 
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(41.) 



Die AnfstelloDg der Werthe von ß, y ist ieicbt, fflbrt aber auf 
plicirie AosdrQcke, welche iob aniogeben onteriasse. Die Wicbügkeit der 
Gleichnngen (40.) wird sogleich im Folgenden klarer werden. 

Man kennt jetsl die KrAfte, welche, mit Obergeboog der Bsihunfi, 
den Widerstand bilden, und kann zur Bewegung des Körpers selbst schreiten. 

§• 8. '' 

GIcMnoigen fiBr die Bewegong det Eflrpart; 

Man nenne 9t die Moste des Körpers, HP, JW, lU" seine TrOff- 
heitsmomente um die Axen y, y', y"; and Y, Y', Y' die Crnnponenteo 
der an dem Panct y, y', y" des Körpers wirkenden figfsern Krlfle. Dsoui 
lassen sich die ßewegungsgleichungen fflr den Körper, abgesehen von den 
Wide^tandskrAften^ in der Form 

(42.) {M^^Q', if'-^ + (ilf-i»f"M"^"' = 0'^ 

darstellen, wo die Q folgende Werthe haben: 

y =«xr4- 3f '^{•«^<';+rf|.^y +<rf«; ^ O^^^SCy^Y^yY"},^ 
Q" = SY" + M '^^<^<'"+<^g. .dafl+äi,.Ja',' ^, ^ ^^^ y' _ y Y). 
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Berflcksichtigt maD nun auch die Druckkräfte, so gehen die Giei- 
cbungen (42.) in die folgenden über: 

(44.) <3l^=(/ -R, M' ^~ + (ilf "- JU'') A^'Ä'' = Q'^ ~ P^^ 

Die sweiten Differentialqaotienten der A sind hier nur in den sechs 

Gröfsen -^ -^ enthalten; und um diese Gleichungen auf die gewöhnliche 

Form EU bringen, in welcher links allein zweite Differenlialquotienten stehen, 
darf man sie nur nach diesen Gröfsen auflösen. Dieselben kommen rechts 

linear vor; und zwar in denjenigen Theilen der P, welche von -g^ herrObren. 

Es läfst sich demnach, mittels Auflösung lineArer Gleichungen, dem Systeme (44.) 
leicht eine Form geben, welche rechts keine zweiten Differentiale mehr ent- 
Mllt, nemlich die Form 



di 

L AM^\ ^ 

dt 






(45.) 



Die J (welche die Correctionen der Masse and der Trigheitsnomente 
genannt werden können) und die eingeklammerten Q, sind von der Ordnung g, 
and verschwinden mit der Dichtigkeit der Flflssigkeit. 

Wir kommen nun auf den oben erwähnten Fall der Symmetrie gegen 
die drei Haupt -Ebenen zurück. iMan sieht unmittelbar, da& alsdann 

Die Gleichungen (44.) schon in aufgelöseter Form gegeben sind. 
Sie nehmen folgende Form an: 

Crelle*8 Journal f. d. M. Bd. Lil. Heft 2. 15 
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'(iW+ JM)^-\- ßA'A'''-\-r A"A''= Q -^Mcos(y, r\ 
(46.) ^(ilf-|-^'i»f)^-f/yii"^"-f/^J«"=(?' -irMcos(y,y'), 
((3f+^"if)^+/3"ii^»-f-y"^'^"=0"-.^Mcos{y,y")» 

and es ergiebt aiob sogleich: 

Hieraus sieht nao^ wean man auf specielle Arten der Bewegung ein- 
geht, dafs in einigen Ffillen die ß, y ganz aus der Rechnung wegfallen; wih 
von weiter unten noch die Rede sein wird. Ich bemerke nur noch, dafs 
wenn der Körper sich ohne fortschreitende Bewegung nur um seinen Schwer- 
punct dreht, die Gleichungen der Bewegung der Form nach lingeindert 
bleiben und nur ihre CoSfficienten Correctionen erfahren. 

§6. 
Von der Bewegung der Fifissigkeiistheiichen. Dieselbe geschieht in Eiden. 

Die Bewegung eines Flüssigkeitstheilchens erhilt man durch Integration 
der Differentialgleichungen 

(ASk ^ ^•'^ ^^ ^'^« -^ ^^^ 5y 

deren wiUkOriiche Conslanten durch die Anfangslage des Theilobens be- 
stimmt werden. £s ist indefs leichter, nicht die wirkliche Baw^ng der 
Theilchen zu suchen, sondern diejenige, welche sie in Beaug aof das im 
Körper feste Axensystem annehmen. Die Gleichungen zu diesem Zwecke sind 

(SO.) * = », ^ = »., ^^.., 

wenn man die Werthe der w ans denen (15.) nimmt. 
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Der alleinige Umstand indefs^ dafe die fraglichen Differentialgleichnngen 
von der ersten Ordnung sind, reicht bin^ um lu beweisen: 

Dafs die Bewegung der FlQssigkeil in Fäden geschieht. 
Denn man kann sich die Integrale der Gleichungen (49.) in der Form 

ausgedrückt vorsteilen, wo «^ a! , a!* willkflrliche Conslanten sind. Diese 
Gleichungen bezeichnen offenbar drei Systeme von Oberflächen , mit einem ver- 
änderlichen Parameter A Es ist aber eine Eigenschart solcher Oberflachen, 
dafs sich zwei, einem und demselben System angehörige Flfichen im Allge- 
meinen niemals schneiden können. Denn aus den Gleichungen 

(52.) «=/-(j7,arj,a?2,/), ß — f^x^x^^x^^t) 

folgt im Allgemeinen immer 

(63.) « = ß; 

d. h. die Oberflachen fallen zusrnrnnen. Vermöge dieser Eigenschaft tbeiien 
also die Oberflächen den ganzen Raum in sehr kleine Parallelepipeda, welche 
mit der Zeit zwar ihre Gestalt, niemals aber ihre gegenseitige Lage* andern 
können: auf die Weise ^ dafs jedes Farallelepipedum jederzeit von denselben 
Tbeilchen umgeben ist. Die Bewegung in Fäden findet also Statt; und zwar 
nicht blofs in einer , sondern im Grunde in jeder beliebigen Richtung. Es 
versteht sich, dafs sieb Dies nur im Allgemeinen sagen läfst. Denn nimmt 
f die Form % an, so kann vielleicht die Gleichung (53.) nicht nothwendig 
aus (54.) hervorgehen, und in diesem Falle wird das Zerreifsen eines Fadens 
erfolgen; was dann auch durch die besendern Umstände des Problems sich 
anderweitig erklären wird. 

Specielle Arien der Bewegung des Körpers. 

Bewegung ohne Botatien. 
Wenn man die aufgestellten Gleichungen auf besondere Arten der Be- 
wegung einwenden will, so ist wohl zunächst die rein^tranelatarieehe Be- 
wegung zu betrachten. In diesem Falle werden die a constani; die ii'" ver- 
schwinden und man erhält: 

15* 
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(f nimmt also die Form 

(55.) ^^-v^.v^-vi$. 

an, und wenn der Körper gegen seine Haupt-Ebenen (oder, was hier gleich- 
viel gilt, gegen irgend drei Ebenen, die in seinem Schwerpuncl sich recht- 
winklig schneiden) symmetrisch ist, so gehen die Gleichungen (46.) Ober in: 

(56.) ^--(üf+z/'ilf)^ == SY^-gMcof^ig.y'), 

-(M+^'ilf}^ = 2Y^'^9Mcof^{g,f\ 
oder auch in: 

(57.) <AM^älJM^a[J'M'\'älJ''M)^ = SX^--g^ws{g,x,\ 

In diesem Falle also wird durch die BerGcksicbligung des Drucks 
allein, eine Correction der Hasse (verschieden in verschiedenen Richtungen) 
bedingt, und rechts eine Verminderung der Schwerkraft; wie sie beim Ein- 
tauchen immer erfolgt. 

Die Gleichung (35.) geht in 

Aber, und die Bewegung der Flflssigkeit wird also ausgedrflckt durch die 
Gleichungen 

(59.) «<«. =(^+1'.'^)*, d.b. 
(60.) k.*,,= §(^<„+ü^)*/+ ii^V. 
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Man sieht dafs / ganz weggefallen |st, und dafs die Verliälinisse 
dri:dri*:drl* nur von der Gestalt der Curve abhängen^ auf welcher der 
Schwerpnnct sich bewegt. Daher ergiebt sich: folgender Sats: 

Die Gestalt der Curven auf denen die FlQssigkeitslheilchen sich relativ 
gegen den Schwerpnnct des Körpers zu bewegen scheinen, ist allein von 
der Gestalt des Körpers und von der Curve«, auf der sich sein Schwer- 
pnnct bewegt, abhfingig. 

Wird also der Körper auf einer gegebenen Curve fortgefQhrl, so lassen 
sich die Bahnen (reL) der FlOssigkeilstheilchen bestimmen, ohne die auf den 
Körper wirkenden Krdfle zu berflcksichtigen. 

Es ist flbrigens leicht zu sehen: 
Dafs das obige Theorem auch noch gilt, wenn eine Rotation des Körpers 
Statt findet, sobald dieselbe an den Ort, wo sich der Körper befindet, 
gebunden ist. 

Hierzu wird der zweite Fall der Bewegung des Körpers, die Pendel^ 
Bewegung, zu der ich mich nun wende, ein Beispiel geben. 

«. 8. 
Bewegung uni eine feste Axe. 

Man nehme an, der Körper sei mit einer festen Axe fest verbunden, 
und dieselbe sei die Axe der xf der Schwerpnnct bewege sich demnach in der 
Xi X2 Ebene; der Radius des Kreises, welchen er beschreibt, sei p. Der 
Winkel, welchen der nach dem Schwerpnnct gezogene Radius mit der Xj-Axe 
bildet, soll tp heifsen. Dann ist zunächst: 

(61.) ^ = 0, Si=^Qeos^, l3 = (»8inv^. 
Um die Gröfsen a bequem durch tfß auszudrflcken , fQhre ich ein Co- 
ordinatensystem z, e^, Z2 ein, welches mit dem Körper fest verbunden sein 
soll, und dessen Anfangspanct im Schwerpuncle liegen mag. Die Axe z 
sei der x parallel, die Axe Zg verbinde die Anfangspuncte beider Systeme; 
ferner falle fflr 1^=0, zi mit x^^ z^ mit x^ zusammen; fflr tfßz=\n, z^ mit 
— Xi, Zi mit X2. Dann ergiebt sich: 

Iz = Xj X = Zf 

«ii"e= +^iCosv^-f ^2sin v/^ j-i — ?i = eiC0SV' — ^^asin y, 
z^= —x^ sin \p'\- x^eosyß, j^j — l^ = z^ sin tp \ «^acos tp. 

Fflgt man nun die Gleichungen 
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(63.) {«,=c?r+«i/+«:y'. 

hinzu^ so erhalt rann durch Vergleicbang der Gleichnngen (62. and 63.): 

fa|;==cU, äl =tfl cos ip — c'i sin y^, äi=e*lsinyf-\-^eo8tt>, 

(64.) 'flj,==c,', a[ =c'i costf/ — c2 sinxp, «J =ei sinv^-fc, eosi/f, 

{a'J=c", a'i =c['eosy/~ejs\ayr, aS = c" 6iny/-\- Ci eosyf. 

Darob Differentialion erhält man: 

QDd daher millek der bekannten Relation«! swisohen den Coöflioiaiten der 
Coordinatentransformalion : 

Die Gleichung ffir die Bewegung des Körpers erhAlt man, wenn man 
die Gleichungen (45.)? der Reihe nach mil 

if^i, pci, pr?; cK, 4$ < 
mulüplicirt, addirt« Dann ergieht sich offenbar eine Gleichung von der Form 

(67.) JC^+£(Ä)-=B.. 

vfQ R, M, L Constanten bedeuten. Es tritt also durch Berücksiditigung des 
Druckes ein Glied hinzu, welches mit dem Quadrat der WinkelgescbwiBdig^ 
keit multiplicirt ist. 

Man betrachte insbesondere den Fall, wo der Körper symmetrisch 
ist, und zugleich die Axen z mit den y zusammenfallen. Alsdann ver- 
schwinden alle Ä bis auf 

rßft^ A''~A Äit — ^^ 
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und man erhilt die PmuU^leickun^ , indem man die dritte der Gleichun- 
gen (46O9 mit ff multiplicirt, su der ersten Gleiciiong (37.) hinzofflgt, nämlich : 

(69.) l{M^i-J3t) + ^\M+J^'M)Ji^ 

— ((?" + eO'0+^Me{co8(y,ari)sinv — cos(^,j?,)cosv/}, 

Es zeigt sich, dafs durch die BerOcksichtigung des Drucks nur eine 
Verfiiiderung der Schwerkraft und des Trägheitsmoments eingetreten ist; 
bei dem gewöhnlichen Pendel also nur eine Veränderung der PendeUänge; 
ohne sonstige Hodification der Bewegung. 

Geht man wieder zu dem allgemeinen Falle dieser Bewegung zurück, 
so ergiebt sich ferner: 

(70.) y = r-3^, 

wo ü von t unabhängig ist; and die fflr die Bewegung der Plflssigkeit auf- 
gestellten Gleichungen (15.) werdf^ii zu: 

wodurch unter anderm das am Ende des vorigen Paragraphen aufgestellte 
Theorem seine Bestätigung erhält, indem sich die relativen Bahncurven finden 
lassen, ohne die Bewegung des Körpers zu kennen. 

Anwendung der aufgestellten Gleichungen auf die Bewegung eines 

Ellipsoids. 

s. 9. 

Besfimmuog der Function <p. 
Der bewegte Körper sei nun ein BUipaold, dessen Gleichung 

(720 ^-^V^-S^^* 
ist. Über seine ZNcA/f$rAra7j?- Verhältnisse braucht nichts weiter festzusteheur, 
als dafs sein Schwerpunct und seine Haupt- Axen, jener mit dem mathema- 
tisehen Mittelpunct, diese mit den Haupt -Axen zusammenfallen sollen. 
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Die fi werden hier offenbar mittels der Gleichungen 



\ 






eingeführt, nach welchen fi, ,Ui, jUj sich als die Wurzeln der cubischen Gleichung 

darstellen. Die Gröfsen a mögen so auf einander folgen, dafs 

(75.) a>a'>«">0 
ist, und die fi sollen so liegen, dafs 

r76"i )+«'>+/*> — «">+/*!> — «' >+A*J>—« od« 
*^ •■' f «>_^,>-f.«'>-/,,>^-ii">-.«i>-oe 

ist. Die Oberflfiche des Körpers wird dann durch die Gleichung 

(77.) A« == 
bestimmt. 

Es ist nun bekannt, dafs die Gleichang snr Bestimmung von ip die 
Gestalt 

(78.) = (A*.-^)|J+(/^-w|^-[-(/*-^i)|^ 

annimmt, wenn man 

setzt. Es gehen ferner ilie Bedingungsgleicbungen (22.), wenn man ^ in 
der Form (36.) annimmt, da das Eliipsold ein symmetrüeher Körper ist. In 
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Aber. Erwägt man endlich, dafs 

(81.) { m= /^~rr^'~^ , 



4LJ = — A 



-^•M»— f*i 



ist, 80 sind auch die CoSificienten der letzten Bedingnngsgleichung 

hierdurch bekannt. 

Vorausgesetzt nun, die Gleichungen (78,80,82.) gestatten nur eine 
Lösung q>, welche allen zugleich genflgt, so ist es leicht, dieselbe zu finden. 
Man darf nur, was der Erfolg rechtfertigt, die V sämmtlich von /ij, jUs un- 
abhängig annehmen. Dann zerffilll die Gleichung (78.) in folgende sechs: 

rf»F' 



(83.) 






(Pr 






deren Lösungen 

(84.) ^o' +^.^ = C7', «"+A*.a +;u.^ = C«», 
und endlich 
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rf« ^12*'—' 






0'+/* 






f 



v"=-c"jy^^-c'S", 



»' = _ C"" /". '^^ . = C" ^^^— ?- sind. 



Ich habe die obere Grenze des Integrals flberall unendlich gesetzt, um 
der Gleichung (82.) zu genögen. Man erhält nämlich, in Folge der Ent- 
wicklung 

(86.) —n^J,-^ 



h 



•(a+f*.of+^.a"+f*) 



+ • 



■~ y-ft Sy'ft» •■ 20/^» 

darch Differentialion: 

(870 js. = 3^=5^-5e!+-±f+,.., 

welche Entwicklungen gewifs convergiren, wenn fi sehr grofs ist. Hieraus 
sieht man, dafs die Ausdrücke Vy, Vy, V'Y mit der -Iten, Vyy, V^Yy 
und V^^^yy mit der — ften Potenz von fi beginnen; ihre Differentialquotientea 
nach fii^ fi2 also desgleichen, und ihre Differenlialquotienten nach /i respective 

mit der — 2ten und der — |ten Potenz. Demnach beginnt (■^) »nit der 

— 4ten, und (g^) 9 (r^) "»** ^®r — 3len. Erwägt man hierzu, dafs wenn 

1 111 

fi sehr grofs ist, jj mit ^i, jj und jj mit — proportional sind, so ver- 
schwindet offenbar, wenn fi=oo ist, jedes Glie^l der Gleichung (82.) fOr sich, 
und sie wird demnach erfflllt. 
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Es bleiben noch die C zu bestimmen. Führt man die Gleichungen 
(84,85.) in (80.) ein, so gehen dieselben in die folgenden Aber: 



•to 



oder, wenn man 



:s;,= 



idutivt) 



setEt, in: 



C=-^— C"= («"-«')* 



/-Oft 'k J fM * />2ü . (a-^ii*) 

^,, _ < riDi (q*— «)* 

and die Function 9 nimmt somit folgenden Werib an: 

(91.) 9 = - !:^z:«:+2::ir5i-+2rr5r! 

, ( (o>— o")(5'— g'O/j'".^" , K— a)(5"-5)yy.J«« 

-t- {«_«')2; + (a+«')(S,-Ä:))* 

Wegen der Coöfficienlen ist noch Einiges zn bemerken. Zonflchst 
sind die 1$ sdmmtlich positiv, und also auch 2; dabei ist 

(92.) S<:S'<S". 

Die C sind also (mit Einem oberen Index) sSmmtlich positiv; und zwar ist 

(93.) €<€'<€". 

Die übrigen C lassen sich auch in der Form 

16» 



124 S. Clehsch, über die Bew. eines EUipeoii» in einer Flueeigkeii. 
C" 1 



ti'—ti 



7^* jü^rl 1 ' 



(94.) ^ «-«" — p fAdf, \ 



da( eo. Links stehen gerade die CoSfficienlen , welche in der zweiten 
Parenthese der Gleichung (91.) vorkommen. Sie sind^ wie man sieht, eben* 
falls simmtlich positiv. 

Die Gröfsen S, S', S" lassen sich leicht aaf die gewöhnliche Form 
der elliptischen Transcendenten bringen. Doch hat Dies, wie mir scheint, 
nur ein geringes Interesse, zumal da die Symmetrie der Formeln alsdann 
verloren geht. 

S. 10. 
Correolionen der Masse und der Trigheitsmomenle. 

Bei der Bewegung des Körpers kann man, da derselbe symmetrisch 
ist, auf die Gleichungen (46, 47.) zurflckgehen. Da indefs die Bestimmung 
der ß, y etwas weitläufig wird, so begnflge ich mich, die Werlhe der mit J 
bezeichneten Correctionen anzugeben. Sie sind: 

^JM = —^Vofy cos{n, y)do, 

JM' = -qVi'f//' {/ cos (n, /O - /'cos (n, / )}, 

r951 J^'J«i=-9Kfycos(n,y)do, 

^ -^ < JM'=-qVS^^fy^y{y'cos(n,y)-ycoBin,y')], 

I ^Mf = - qVH/y' cos (n, y") da, 

^if"=:-yFJVy/{rcos(n,/)-/cos(n,y)}; 

wo die Integrale fflr die ganze Oberfläche des Ellipsolds zu nehmen sind. 
Man kann dieselben aber durch dreifache Integrale ersetzen^ die Ober das 
ganze Volumen des Ellipsolds auszudehnen sind, und hat alsdann: 

IJM= -qVJdydydy^ JM'= -qV:^J{y'y>-fy")drdy'dy", 

(96.) hfM=.^i,rjdydydy'\ JM'= -gV^»J(y"/'^ry)^yd/dy", 

{J"M= -qV^'/dyd/dy", JJd"^'-qVl'J{yy-y'y)dy.dy'dy". 



8. Clebschf über die Bete, eine» EUipeoids in einer Plätaiykeit, ]23 

Es bleiben noch die C zu bestimmen. FOhrt man die Gleichungen 
(84,85.) in (80.) ein, so gehen dieselben in die folgenden über: 

/ 2^ _ 1 I r <?" 2C'« _ («>-a»)«+(o>.t.a»)(y— S»)C'« 

/ ^f^" - 1 I r"^" 2^»' _ («-o')«.|.(o4.q>)(5-50(;" . 

oder, wenn man 
setEt, in: 

r - * r«_ («"-*')' 

''~2.-S:' ^^ — (o"-fl')2.+(a"+a')(S."-5:)' 
ron 'i / r" — ^ C'"' (g— «'Q* 

^ —2;:^^' ^ — (a'-«)^,+(«'-«)i5:-Ä.) ' 

and die Function <p nimmt somit folgenden Werth an: 

(91.) 9 = - j^g^_- + 2;_^+2^r:«7l 

, f (o'-a'0(S'— 5")/y'.J'* , (o"-<i)(5"-S)yy..<l»'' 
+ >(«'-a")^.+('''+«")(S:-«:') "^ («"-«)2.+(o"+«)(5."-Sj 

■t- {«_«')i;+(o+a')(s.-«;) r 

Wegen der Codfficienten ist noch Einiges zu bemerken. Zunächst 
sind die i$ sdmmllich positiv, und also auch 2; dabei ist 

(92.) 8<:8'<CS". 

Die C sind also (mit Einem oberen Index) sammtlich positiv; und zwar ist 

(93.) C<C"<C". 

Die Qbrigen C lassen sich auch in der Form 

16* 
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Diesen GleichaogeD lAfst sich auch die Form 

(102.) )«_^..^ = -,,j-^, 

/ .r) rf^ |. i \ 

geben. Itfoltiplicirt man sie mit 

oder mit 

«" + i«n «" + A*n «" + /«' 

so erhält man anmiltelbar die zwei volIstAndigen Differentiale: 
/ li/i i/fi 1 

ig «// _ _^!ii ^ i 

oder, durch Integration : 



12 log/ ==y__.__^^^^ 

Es sind also die Coordinaten des Theilchens durch den Parameter desje- 
nigen confocalen EUipsolds ausgedrackt, auf weichem es sich gerade befindet 

Die Integrale allerdings sind wohl weiter nicht darstellbar; nicht ein- 
mal nfiherungsweise, mittels der in der Theorie der elliptischen Fonctfonen 
angegebenen Entwicklungen. Wenn man indefs soweit in die Flflssigkcfff hin- 
eingebt, dafs sich die sechste und höhere Potenzen von l/— y— y— ver- 
nachlässigen lassen, so kann man den Integralen (104.) folgende einfache 



i 



(105.) ' ^' "'^^ 
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Form geben: 

Es zeigt sich hieraus, dafs im Anfange, bei abnehmendem /a, die 
Bahncurve etwas von der y Axe sich entfernt, um sich ihr dann auf die- 
selbe Weise wieder zu nähern, und endlich ihr parallel zu werden. 

Vernachlässigt man auch die vierten Potenzen von y—j ]/— j y — , 
so erhält man: 

^t^R^ j>"" = >^' + 3(^.-5.) Z^*)' 
106.) / 

Die Bahncurve liegt hier in einer Ebene, welche durch die Axe y geht. 
Erwägt man hiezu, dafs zugleich die Gleichung (74.) in 

(1070 i=2:^±^±2::L'=i:^ 

übergeht, so wird die Gleichung der Curve in ihrer Ebene, wenn z den Ab- 
stand von der yAxe und r den Radiusvector bedeutet, zu: 

(108.) « = «..(l+^^^l_.^); 

welche Curve, wie man sieht, schnell einer geraden Linie sich nähert. 

Man betrachte zweitens den Fall, wo das Ellipsold um eine Haupt-Axe 
rotirt. Es sei wieder y die Rolations-Axe« Es verschwinden alle A, aufser 
Ä^'^, und (p nimmt die Form 

(109.) <,=.(S'-S")rr^-, ,^--^^^^L-—^ 

an. Die Gleichungen (15.) geben alsdann: 
(HO.) ( 

|i.i^=//'.M"[(5^-3rnr)+''(«'-«")GT?r+=4K)]' 
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welche sich aaf folgende Form bringen lassen : 

CHI.) <<tß(w+»/*,)(/«-A*i) = 5^, 

{\\a.) M — gxCo"— «')— [(«"-o')+*(«'-«")(o"+«'+2ft)]/(o+ft.ö'+ft.o"+f»)' 

So findet man also ein Integral, indem man die Gleichungen (111.) 
addirt, nämlich: 

(113.) 21.,y=y^. 

Man kann hiebe! wie oben nfihernngsweise verfahren; doch ist Dies um so 
weniger von Interesse, als Aber das zweite Integral nichts festzustehen scheint. 

§. 12. 

Von Rotations -Ellipsoiden. 

Der Fall eines Rotations -Eilipsotds fahrt auf eine besondere Verein- 
fachung der angegebenen Formeln; aufser dafs sich die Gröfsen Sj, S\ 8^^ 
durch log. und arc. tg. ausdrOcken lassen. 

Von den sechs Gliedern der Function 9 verschwindet dasjenige, welches 
der Rotation um die ungleiche Axe entspricht. Der Theorie nach wflrde also 
durch alleinige Rotation um diese Axe keine Bewegung in der Flflssigkeit 
hervorgebracht. Der Fehler der Theorie war vorauszusehen, weil bei der Auf- 
stellung der Grundgleicbungen des Problems die Reibung zwischen der Flfls- 
sigkeit und der Wand des Körpers, welche in diesem Fall allein die Ursache 
einer Bewegung sein kann, vernachlfissigt ist. 

§. 13. 

Bewegung einer Kugel; zumal unter ?erbinderter Rotation. 
Die Gleichungen för die Bewegung einer Kugel will ich noch kun 
angeben, obgleich die hauptsächlichsten davon in der oben erwähnten Abhand- 
lung von Dirichlet zu finden sind. 

Setzt man im Obigen 

(114.) £i = a'==:ii" = c^, ^^fi^r", 
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80 ergiebt sich 

3r» 



(115.) 8='S' = S" = ~ «nö 



(116.) <p = ^^(Ay+Ay-\-Ay% 

indem die der Rotation entsprechenden Glieder, wie za erwarten, verschwin- 
den. Eben so verschwinden die Correctionen der Trägheitsmomente, nnd die 
Correction der Masse wird nach allen Richtungen dieselbe, nfimlicb: 

(117.) JM = ^xM. 

Die Kugel bewegt sich also, als folgte ihr eine FlOssigkeilsmasse nach, 
welche ihrem halben Volumen gleichkommt. 
Setzt man endlich 

Iy = rcosd^, 
y' = rsind^.coscü, 
y" = rsini9^.sina;^ 

und betrachtet r, &, w als die Parameter der orthogonalen Oberflfichensysteine, 
SP nehmen die Gleichungen ffir die Bewegung der Flflssigkeit folgende Form an: 

^W = -^^^^[-^sind + cos^(i4'co8cu + ^''8lnco)] 
C^*») ( '^ ^ +r^(il^«8incu-^*«C08cu), 

Ir^sin^ö^-^ = ^^^^[— -4'sinco-|--4''coscu]sint^ 

+ r^sin ^cos^( J^"cos a> + il^^sin co) ~ J^ V sin'^. 

Von diesen GUeichungen Ififst sich ein Integral angeben, sobald A, 
A^\ A^^ verschwinden , d. h. wenn der Mittelpunct der Kugel sich in einer 
Eibene bewegt, und eine Rotation der Kugel nur um die Normale dieser 
Ebene gestattet ist. Denn, dividirt man in diesem Falle die ersten beiden 
Gleichungen durch einander, so erhält man: 

odei', wenn man integrirt: 

(121.) (H-c^)cos** = aV, oder (r* — c»)y^ = aV/ 
wo a eine willkflrlicbe Constante ist und den Werth von y fBr rsoo 
angiebt. 
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Bewegt sich die Kagel geradlinig, ohne Rotation, längs der y-Axe, so 
erhält man, durch blofse Vertauschung der Coordinaten, aus der Gleichung (121.) 
die zwei Integrale: 

(r5_^)8in'^cos'ai = ß'r, 
(r^ — c^)s\n^&3m^(o = y V, 



(122.) 
oder 

(123.) 



\(o ==: Const. 

ICr'— ^)sin'^ = x'r. 

Die erste dieser Gleichungen sagt nur aus, dafs die Bewegung in einer Ebene 
vorsichgeht; die zweite giebt die Gleichung der Bahncurve in ihrer Ebene. 

Die Curven, welche durch diese Gleichung dargestellt werden, nähern 
sich, unter wachsendem x, sehr bald geraden Linien, und schon die Curve 
für welche x=^2c ist, ist von einer geraden . Linie nur noch wenig ver- 
schieden. In der That findet man für diejenige Curve^ welche an der Stelle 
der höchsten Erhebung (d^=^7i) um den doppelten Radius c von dem Mit- 
telpuncte der Kugel absteht, a(=l,87 — c, so dafs die ganze Erhebung der 
Curve etwa ein Zehntheil des Kugelradius beträgt. Dies wird gewissermafsen 
durch eine Beobachtung von Duchemin bestätigt, welcher die entsprechenden 
Curven bei der Bewegung eines Rotationseylinders längs seiner Axe von 
einer geraden Linie nicht mehr merklich verschieden fand, wenn man sich um 
den Radius der Cylinderbasis von der Wand des Cylinders entfernte. 

Von den Puncten dieser Curven, welche Duchernin, der in ihnen be- 
sonders starken Krümmung wegen, Inflexionspuncte nennt, habe ich aller- 
dings keine Spur entdecken können. 

§. 14. 

Pendelbewegung. 

Die Gleichung fQr die Pendelbewegung des Körpers wird im gegen«- 
wärtigen Falle: (69). 

(124.) [iMH(>ni»f + iM)]^=-(i^(ilf-M)sinv/, 

wenn man aufser der Schwere keine Kraft, und diese \n der Riehtung Xi 
wirksam annimmt; und es ist hier: 

(125.) iM"=y,.-^, itf = --3— yi, M = -^.y, 

wenn qi die Dichtigkeit der Kugel bezeichnet. 
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Nennt man nun l die Länge eines einfachen Pendels^ weiches im leeren 
Raum eben so schwingt wie das gegebene Pendel in der Flflssigkeit, nnd l' 
die Länge desjenigen, welches wie das gegebene im leeren Räume schwingt, 
so ist: 

und demnach, unter Vernachlässigung höherer Potenzen von -rj : 

(127.) i=;i'jl + ^(i+A)(_,'jl+„^j. 

Dies ist die Form^ weiche man fOr diese Pendellänge anzunehmen 
pflegt; der CoSfficient n ist, wie es sein mufs, von den Dichtigkeiten frei; 
auch nimmt er mit wachsendem ^ zu, und ab mit wachsendem c. Aber erst- 
lich ist dabei keine unbedeutende Gröfse vernachlässigt; und ferner ist es 
klar, dafs dieser theoretische Werth von n stets kleiner sein wird als |, wäh- 
rend er in den Beobachtungen, welche Duchemin anfohrt, gröfstentheils 
zwischen 1,6 und 1,7 liegt (p. 181 etc.)- Es macht sich also hier abermals 
eine Differenz zwischen Theorie und Erfahrung bemerkbar, weiche auch durch 
Berficksichtigung der R^bung nicht so unmittelbar scheint beseitigt werden 
zu können. 

Die Bewegung der Flüssigkeit wird, da 

(128.) 9, = _i^p.^.i; (§.8.) 

ist, dargestellt durch die Differentialgleichungen 

!dr r'—c' . ^ . 
r^ — =^ gjjj— (^cosi^sin«), 
r^sivr&'^= j7-4 — psini^coscü-j-r^sin^^. 

Man erhält ein Integral nach dem Obigen unmittelbar, nämlich: 
(130.) (r^ — c^)cos'* = aV; 
femer aber aus der ersten und dritten Gleichung: 

(131.) 0= -j- sin CO — ^-;-ä 4 _c0Sa>4-,— 5 jr — r-x- 

^ ^ dr 2r(r* — r' — aV) * (r* — r')p8m* 
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i jr^—c^^a^r 



Diese Gleichung wird integrabel, wenn man sie mit tgd^ = — y- 
mnltiplicirt, und giebt alsdann 

(132.) cos«,.tg^ = X/^^-Z:^. 

Das Integral reclits ist dnrcli elliptische Functionen aasdrflckbar. 
Denn zunächst ist 

Setzt man nan 

^iq^-w £ - 1-f cQgy 

i.iMj »•— i_»/3.tgS9> "■ ^*(l-/3)+(l+/3)co89.' 

so erhalt man 

/ f dr 1_ fv dg) « 



l-t-cosamti , ./Ä I /ON / l+f^3 V 



(135 

'*~~'*"(l—y3)+(l + •3)008 am«' * — TVTr^/^V"!^ 
und endlich 

(«60 y(r(^-..)) =cy8. * = t„ü;^f/gy^^r.r 

so dafs die Gleichung (132.) die Gestalt 

r^o^-^ ^^« »^a /^ 4 I ^^^ I c*/(3y3)slnamJamii 

(137.) coscatgd^ = Const.4--i — Vrrä — /q^ i /j , /qx ti 

^ -^ ^ /3 [(1— •3)+(l+y3)cosami«]* 

annimmt, durch welche die Bahnen der Flflssigkeitstheilchen nunmehr voll- 
standig bestimmt sind. 

Dansig, im August 1854. 
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9. 

Siir Panalogie entre one dasse de d^tenninants 
d^ordre pair; et sor les d^terminants binaires. 

(Par Mr. Brioschi, professeur ä Tuniversitö de Pavie.) 



JLies remarqaables recbercbes de Mr. Hermite snr la transformatioD 
des fonctions Abäliennes (Comptes rendus des seances de rAcademie des 
Sciences. Fevrier 1855) I'ont conduit a la consid^ration d*an type de formes 
quadratiqaes a guatre indeterminees, dont les coef&cienls sont souinis a certaines 
conditions. L^autear a irouve les proprietes caracteristiques de Qes formes, 
en coDsiderant Tanalogie entre les delerminants binaires et les döterminants 
de qaatrieme ordre, dont les elements sont assnjettis k vdrifier six equations 
particalieres. Je vais demontrer qoe cette analogie a aussi lieu entre les 
determinants binaires et les delerminants d'ordre n pair, dont les el6ments 
tirifient \n{n—\) equations. 



TMoreiM. Le carre ^un d^iemUmmt quelconqus t ordre pair, 
peut toufonrs Ure exprime par un determinant gaueke, sjfmÜrique, 
t ordre pair. 
En effet, en mnltipliant le determinant d*ordre n pair: 

par le determinant 





▼alenr 




«1,2 —«1,1 ... Ö1,B 
«2,2 «2,1 . • . «2,n 


-«l,».i 

-«2,^1 


«gal en 


«.,2 -«, 

on obtient 


1,1 ... «»,1, 

• 
• 


— «*,«-* 

• • • n,» 

... 4.- 






'n.i '»,» 4,S 


... 
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oü Ton a pose; 

Or /r,«'^ «,r = 0, par consequent L, est un ieterminmi j/imcke ß/fm^- 
trique. Mais tont determinant ganche symetrique d'ordre pair est an carr^: 
donc le determinant Ä ponrra £tre exprime en fonction rationnelle des ex- 
pressions /^,,; ponr it = 4, par exemple, on a: 

-^ = «1,2 '3,4 •1,3'2,4t(i,4*2,J* 

Soit a^^,==-j Si dans reqaation Pon fait(l.)#=l^ 2...ii, 

en tire les yalenrs snivantes de n^^i, a^y. 

qni dooneot 

-4«r,f-.l= «1,1 ^,r + «2,l ^,rH 1"««,! K,r, 



on 



V,ii 



(• pair) 



et 81 






i.. = 



rf/r.. ' 



on a 



A.„ + i„. = 0, ^.,. = 0. 



2. 
Je considere an second determinant: 



En posant 



on a: 



dC 
dCr.B 



Yr^i 



C» = P= 



Pl,2 . 






Pn,l Pn,2 • - • 

et, analoguement aax eqaations (2.): 
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Soit 



on a: 






et par conseqaent: 



A^ = H= 



Li^2 • • • ^l^n 

1^2,1 ... Lj^„ 



''«,1 ^«,2 • • • 

(6-) ^r,. = -4^,1^,,2— -4^,2^,,lH [--^r,n-lA»— AnA»-!- 

Si Ton pose 

les equalions (4. et 5.) donnent: 

(8.) C.A,^, = Art,,/i,,i + Ä2,,//, 2 -f ... + *„,,/>„„. 
Mais en faisant r=l, 2, ...n daos (7.), et en multipliant par iti,r^^,r^ 
les dquations, qui en r^sulteat, on obtient, en egard aux equations (3.): 

QU Br^j ^^ dA '^ ®' P**^ conseqaent: 

(9.) Akj^r = Äl,A,i+»v/.,2+- + ».A- 

3. 
Soit encore: 

(10.) C = ^^,C^i + J^,,C,,2+— +-4»,rC^.i, 



OD a: 



v'=ä:= 



^1,2 • • • *l,i 

^2,1 W ... Ä2. 



• -«^2,11 



^ii,l ^11,2 • • • 

En sobstitnant dans (10.) ponr Ai^rf ^,r> ••• ^^^ valeurs donnees par 
r^qnation (8.), et en posant 

(11.) q,^r = ^i*.,t-f c.,2A,,2+...+i;„,Af„,, 
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on obtient: 
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(12.) C.Cr^, = y,,l/^r,l + y*,al^r,2+ — +y*./.fn»- 

Si en dernier lieu on fait 



on a: 



d'oä) en posant s= iy ü^ . . . n, ei en ajoutant les resnllats, moltipli^s par 
c^,2^ —^«,1^ ••• ^#,1.9 — ^>.,i.-M on oblient: 

(13.) C(B,,,.C^,2 — ß2,r^*,lH h^"-!,«^^*,« — '^''»r^*,»-!) 

4. 
On tronverait des formales analognes si Ton muKipliait le determinant A par 

+ ^,1 +^2,2 • • • +Ö2,n 



A = 



— «1,1 —«1,2 



— Ä 



'l,n 



— «n-1,1 — fln-1,2 ' • • —«„-1,, 

ou aussi par qnelqne autre disposition qui rend A^ jauche symitriifue. Cea 

formules auront evidemment des reiations avec celies ci-dessus. Par exemple, 

91 Ton fait: 

IWi^ 2 • . . f^i^ , 



^» = jär = 



»1. 



\i 







«»j,« 



et 



"••1,1 •"ii.i! • • • '*'», « 
(14.) hr„ = ^,,«,,. — /,,r«J„-f •• -4-'»,^«— 1,. — '«-l,r«»,«. 



OD aora: 



(15.) i+j"*'" =^•«M-.-^Ä,,.«,,^»+•.^-Ä...«M-M ^.^^j 

'^ •' J — -4111,-,,.= A,,,«,,,- -f-*,,.Oi,f -| |-*»,.«",f ^ •^'' 



SopposoDS qae les qnaotitös a,,,, 0^,« donnent 

(16.) j ''•' "" '"■* "" *" *" '"-* " ^ *' 



r\ 
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et reduisent a z^ro toutes les antres expressions l,^^, pr^^j on anra: 

et les eqoationa (2.) donneront: 

(17.) }"'.' z'^zy-'-" y-' ZT'''r"' ftrH")»-!»-!. 

Ces formnies fönt voir I'analogie entre le determinant A et les d^r- 
minants binaires. On en tire: 

et par consöqnent: 

<"'"'"^*-3^(+ «1,1«2,2 ..• «i,i) = ^i±ai^l,i^l %|^i+2 .• • Ä-,«)^ 

L^öqnalion (8.)) ft canse des oonditions (16.)) donne: 
fi'-J,,,= — Ä^,, fi'"ii^^, = Ar,,, (r pair) 
on^ en vertn de Tequation (9.)' 

En snbstitnant ces valeors dans r^qnation (6.), on obtient: 

c^est & dire^ on anra: 

''1,2 = i^j,4 = ••• = ^'— «•«• = '••'^ 
et tontes les antres expressions 1/,.,« seront s^ro. 

Pareiileroent on tire des equations (11,12.): 

et a canse de (13.): 

Donc on a: 

CreUe*0 loorn«! f. d. M. Bd. LH. Heft 3. 18 
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et par consöquent: 

(18.) P,,, = P3,, = ... = P_,„ = tt^. 

Les aatres expressions donnent P^ , = 0. 

Les quantites m^^^, liees aox /,.,« par les equations (14^ 15.), devroDt 
salisfaire B%k% mömes conditions qoe celles Z^,«; c'est & dire, on aura: 

«»1,2 = »»3,4= •• ' = ^ii-l»i| == '> 

et les autres donnent f/i^,« = 0. 

6. 
En supposant qoe ies quantites ii^,« soient les coefficienis de la forme 
guadratitfue a n indeterminees : 

et qo'aa moyen de la sabstitntion lineaire 



on transforme f en 

/^= -SC,,,y,y,, 
on a le saivant 

TkSoreme. Si les coeffidents a^^^ de la fbrme f\ et le$ coeffU 
cienfe Cr^, de la Substitution linäaire sont soumis aux conditions (16.), 
eeux de la transformie f seront assujettis aux conditions (18.). 
En dösignant par 

la forme adjointe de f, les eqitation» (17.) donnent le aniTaot 

Theoreme. Si les coeffidents de la forme f sont soumis aux 
conditions (16.)^ la forme adfoints (p s'obtiendra en posant dans f: 

x,^^Xi^,t^-, x;., = -ir,/»- (ipair). 

La Serie sygnaletique : 

1, «1,1. -^(±01,102.2), . . . ^(±flMÄ2,2...Ä..-l,«-l)l '""^S 

etant composee d*nn nombre impair des ternies, dont le premier et le dernier 
(lorsque m est impair) sont positifs, ne pourra präsenter qn'un nombre pair 
de permanences; par cona^quent la loi dMnertie des formea qnadratiques dae 
a Mr. Sylvester, donne le solvent 
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Thiorime. 8i les coeffidents Ur^^ de la forme f, $ont soumie 
aux conäiHone (16.)) ^t si ^n est pair, la forme f sera rSäuctible 
par une euhsHtution rSelle, ä nne somme algibrique de n earr^s, dee^ 
queh vn nomhre pair auront des eignes positifs. 

Ces trois theoreroes sont ponr les formes qoadratiqiies a n indetarni- 
nees, analogues a ceux qoi ont ete enoncös par Mr. Hermite pour les formes 
quadratiqaes a quatre indöterminees. 

7. 
En supposant que les ]^n(n — 1) conditions (16.) soient satisfaites 
par les quantites a^^,, on poorra exprimer ces dernieres en fonction de 
^ii(it-f 1; indeterminees. Nous ferons asage poor cela de la methode em- 
ployee par Mr. Hertnite ponr la transformation d'one forme qaadratique en 
elle-möme. (The Cambridge and Dnblin Matbematical Journal N^ XXXIV. 1854.) 

Seit: 

On sait qu'en posant 

les valears de X,, Y^ qui transforment en elle-m£me la fonction y/^ doivent 
verifier reqnation 

On satisfera a celte eqnation avec tonte la g^neralite possible en faisant: 

en supposant que les indeterminees z^^^ soient soumises aux conditions 

et par consequent soient en nonibre ^n^n-^-l). 

En designant iar Z ie delerminant 

18» 
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z. 



».* 



1+«^. 






»,« 



*»,•-» 






*«— 1,1 



-».» 



«, 



»,2 



1 +«»,—1 



1+«. 



»— l.n 



"Jlyll 



et par 



le determinant a elemeots r^ciproques, la forme tp sera transform^e en elle- 
mdme par la snbstitution Unfaire 

Par conseqaent les relations (16.) seront v^rifiSes en posant: 

Za^i,i= 2v^r ih ... Zfl^^^,== (2r,.»„ -2i)^t, ... Za^,^,^ 2r,,, )//, 
Zu,,! r=2r^^,,^/, ... Z«,,, =(2r„^t-Z)y/, ... Z«,,, =2r„,.tl^l. 

8. 
Si Ton sappose » = 8^ les conditions (16.) peoveDt 6tre aassi satia- 
faites par les valenrs suivantea: 



»1,1 



= + «a,a = + a,,5=: + a4,4 



»9,5 



= + 08,5= + «7,7= + ^«=«i 



«1,2 = —«2,1 = — «!,♦ = + «4,S = «M = ~^» = ~^,» = + «8^7 = *1 



«1 



1,» 



= + «2,4 = — «S,l = —«1,2 = «5,7 = + Ob.« = — «7,5 = ^^^t 



c. 



«1,4 = —«2,5 = + «3.2 = —«4,1 =" «5,8 = — Ob,7 = + «7,6 = " Ob,5 = ^> 
«1,5 == + «2,6 = + «1, 7 == + «S« = ^l = + ^2 = + «7,5 = + Ob^4 = ^> 
«1,6= —«2,5=^ — «5,8 = + «S7 = ^2= — Ob,1=— «7,4= + «6,5=^A 
«1,7 =^ + «2,6 = —«1,5 = -^«^6 = «5,3 = + 0b,4 = —«7,1 = -0^2 =i^ J 
«1,8 = —«2,7 = + 0»,6 = — «^ 5 = «5,4 = — Ob,S = + «7,2 = — Ob^I = A, 

et Ton anra: 

Ed sapposant qae des iqaations analognes sahsistent entre les qaan-- 
titte Cr,M et 6D faisaat: 



«1,1 =Ä|, 



«M — ^ 



'19 



i?i,a« 



Am 
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OD obtient: 

J^, = Mi +/»,+ ^Ci+Ä<fi 4- a«i-|-*/i+<yi + <<*,= -j-J^„=. 
A« = Ai — «*i + *<^i — ^«'i + *«i— «/i + <(?i— C*| = — ^2, 6 = 

par cons^ent röqnation Li^^ = t.M donne: 

extensioo d*an thöoreme d* Euter tres>connu. 
Pavie, Mara 1855. 
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10. 

Die Gleichheit und Ähnlichkeit der Figuren, nnd 
die Ähnlichkeit derselben. 

(Von Herrn Dr. JR. Balizer, Oberlehrer am Gymnasinm zu Dresden.) 



(Antzag aoB einer Abhandlung dei Verf., die unter demtelben Titel mit dem Schnlproffamfl 
Ostern 1851 nnd bei 6. Schönfeid in Dresden ersobienen ist) 



JUie Aufklärungen, welche das System der Geometrie durch die Lehre 
von den Verwandtschaften der Figuren tbeils erhalten, tbeils zu erwarten 
hat, veranlafsten mich, eine elementare Behandlung dieser Lehre zu versuchen. 
Um den Bedenken auszuweichen, welche gegen die bisher zu Grunde gelegten 
Definitionen wegen Einmischung von Lehrsfitztn erhoben werden können, habe 
ich Linien-, Flächen- und Raumfiguren besonders in Betracht gezogen. Die 
Allgemeinheit der synthetischen Untersuchung wurde durch Rflcksicht auf den 
Gegensatz der Gröfsen geführt. 

L Gleiche und ihnliehe Linearflgiiren. 

Wenn den Puncten einer Geraden Ä, B, C, D, .. die Puncto einer 
Geraden A', B', C, D', .. entsprechen, so dafs AB, AC, AV, .. mit 
dem gemeinschaftlichen Anfangspunct A, den entsprechenden Strecken einzebi 
gleich und dabei AC, AD', .. mit AB' einstimmig oder entgegengesetzt 
sind, je nachdem dies bei den entsprechenden Strecken der Fall ist: so sind 
ABCD . . und AB'C'D' . . gleiche und ähnliche Linearfiguren ; d. h. jede 
Strecke ist der entsprechenden (homologen) gleich. 

Solche Figuren sind einstimmig, oder entgegengesetzt, wenn die Ge- 
raden, auf welchen ihre Puncto liegen, zusammenfallen, oder parallel sind: 
einstimmig, wenn eine Strecke der entsprechenden gleichgerichtet ist, entge^ 
gengesetzt, wenn eine Strecke der entsprechenden entgegengerichtet ist. 

Bei einstimmig gleichen und ähnlichen Linearfiguren sind die Verim^ 
dungslinien der entsprechenden Puncto (Projectionsstrahlen, projetantea) 
AA, BB', . . einstimmig gleich ; bei entgegengesetzt gleichen und ähnlichen 
Linearfiguren haben dieselben eine gemeinschaftliche Mitte. Beiderlei Fignren 
sind perspectivisch, insofern die Verbindungslinien durch einen Punct (Pra^ 
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jectiane/mnet) gehen; die eimtimniigen Figuren haben einen fiubern, un- 
endlich fernen Projectionspunct, die entgegengesetzten einen inneren (MiUel-- 
puncQf letztere zeigen sich zugleich invotuiorisck. 

Wenn die Geraden, worauf gleiche und Ähnliche Figuren liegen, sich 
schneiden und der Durchschnitt selbstentsprechend (tautolog) ist, so sind die 
Figuren perspectimsck, mit äufserem, unendlich fernem Projectionspunct. 

Ist der Durchschnitt R der Geraden, worauf die gleichen und Ähnlichen 
Figuren liegen, nicht selbstentsprechend, so giebt es auf ihrer Ebene einen 
ausgezeichneten Punct 8, und eine ausgezeichnete Gerade s. Es sind nfimlich 
SA und SA, SB und SB', .. von gleicher Länge, und bilden einstimmig 
gleiche concentrische StrahlenbOschel. Die Kreise durch R, und die einzelnen 
Paare entsprechender Puncte, geben durch S; desgleichen die Geraden« welche 
AA, BB', . . rechtwinklig balbiren. Die Gerade s bildet mit AB und AB' 
entgegengesetzt-gleiche, mit RS rechte Winkel; auf ihr liegen die entspre- 
chenden Puncte von kürzestem Abstände: die Mitten A', B",.. der Verbin- 
dunglinien AA', Bß', . . . Die geraden von iS nach A', B", • . bilden einen 
Strahlenbflschel, der den vorhin erwfihnten concentrischen StrahlenbQscheln 
einstimmig gleich ist. Die rechtwinkligen Projectionen der Verbindungslinien 
AA'^ BB\ . . auf « sind einstimmig gleich ; A"B" ist der rechtwinkligen 
Projection von AB auf s einstimfniff^ gleich. Die Verbindungslinien AA, 
BB'j : . nebst AB, AW, s, berflbren eine Parabel , deren Brennpunct S, 
deren Axe RS, deren Scheiteltangente s ist. 

n. Gleiche uid Umliehe Planflgoren. 

Wenn den Puncten einer Ebene A, B, C, D, E, .. die Puncte einer 
Ebene A, B', C, D', E, .. entsprechen, so dafs die Dreiecke, mit ge- 
meinschaftlicher Grundlinie, AB'C\ AB'D', AB'E', . . den entsprechenden 
Dreiecken gleich und ähnlich und dabei AB ff, AB'E', . . mit AB'C ein- 
stimmig oder entgegengesetzt sind, je nachdem dies bei den entsprechenden 
Dreiecken der Fall ist: so sind ABCDE . . und AB'C'ffE' . . sf /eiche und 
ähnliehe Planfyuren^ d.h.: dem Durchschnitt von zwei Geraden der einen 
Figur entspricht der Durchschnitt der entsprechenden Geraden, der Geraden 
durch zwei Puncte die Gerade durch die entsprechenden Puncte; dergestalt, 
dafe die entsprechenden Strecken, Winkel, Flächen, Linearfiguren, Strahlen- 
bOacbel einander gleich sind. 
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Solche Figuren sind einetimmifi oder entgegengesetzt, je nachdem ein 
Paar entsprechende Dreieclie einstimmig oder entgegengesetzt sind; mitbin 
nur dann, wenn ihre Ebenen zusammenfallen, oder parallel sind. 

L Einstimmig-gleiche und ähnliche Planfiguren. 

Sind ein Paar entsprechende Strecken etnetüntnig (^ABB'A ein Pa- 
rallelogramm), so sind es auch die übrigen Paare; die Verbindungslinien AA^, 
BB', .. sind einethnnUg gleich und aelbstentsprechend ; die Figuren sind 
perspectiviscA, mit finfserem, unendlich fernem Projectionepnnct 

Sind ein Paar entsprechende Strecken entgegengesetzt (^ABA'B* ein 
Parallelogramm), so sind es auch die Qbrigen Paare; die Verbindungslinien 
AA, BB', . . haben eine gemeinschaftliche, selbstentsprechende Mitte j die 
Figuren sind perspectiviscA, mit innerem Prafectionspunct^ und involutorisch. 

Liegen die Figuren auf einer Ebene, und haben ein Paar entsprechende 
Strecken verschiedene Richtung, so giebt es auf ihrer Ebene einen sdbsf- 
entsprechenden Punct iS* in endlicher Ferne. Durch S> gehen: 

Die Geraden, welche die Nebenwinkel entsprechender Strecken hal- 
biren, d. h. die von AB und B'A', BC nnd C'B\ .. gebildeten Winkel; 

Die Geraden, welche die Verbindungslinien AA, BB', ... recht- 
winklig halbiren; 

Die Kreise, auf denen sich die entsprechenden Strahlenbflschel schneiden. 

Die Mitten der Verbindungslinien, A" von AA, B" von BB^, .. 
und die Mittelpuncte der eben erwähnten Kreise, bilden Figuren, welche den 
gegebenen einstimtmg'-Mntich sind (S. unten). 

2. Entgegengesetzt-gleiche und ähnliche Planfiguren. 

In jedem l'alle giebt es eine selbstentsprechende Gerade s, mit welcher 
die entsprechenden Geraden entgegengesetzt-gleiche Winkel bilden, nnd auf 
welcher einstimmig- gleiche und Ähnliche Linearfiguren und die Mitten der Ver-> 
bindungslinien AA,BB\ ... liegen. Ist ein Punct von s in endlicher Ferne 
selbstentsprechend, so liegen die Figuren symmetrisch gegen die Axe s, mid 
sind involutorisch. Die entsprechenden StrahlenbQschel schneiden sieh anf 
gleichseitigen Hyperbeln, für welche s die gemeinschaftliche Asymptote ist. 

Anmerkung. Eine Planfigur, welche durch eine Gerade in zwei ein* 
stimmig-gleiche und Ähnliche Theile zerschnitten wird, hat einen Mittetpunet 
und unendlich viele Durchmesser, und heifst centrisch ^Jer ein PareUMo^ 
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gramm un teeiiern Sinne. Solche Figuren lassen sich ans dem gemeinen 
Parallelogramm als Grnndfignr dadurch ableiten, dafs man auf den entgegen- 
gesetzten Seiten einstimmig-gleiche und Ähnliche Figuren aufsetzt, oder solche 
von den gegenfiberliegenden Winkeln abschneidet. 

Eine Planflgur, welche durch eine Gerade in zwei entgegengesetzt- 
gleiche und Ähnliche Theile getheilt wird, heifst 4fymmetrisch (im engem Sinne), 
die Gerade ihre Axe. Solche Figuren lassen sich aus dem gMchechetikHggn 
Dreieck als Grundfigur ableiten. 

Analog lassen sich aus den regulären Figuren theils solche ableiten, 
die einen Mittelpunct von höherer Ordnung haben, so dafs z. B. je n Radien, 
welche die Ebene in gleiche Winkel tbeilen, einander gleich sind und die 
Figur in einstimmig-gleiche und Shnliche Theile tbeilen ; theils solche, welche 
mehrere Axen, und dadurch höhere Symmetrie, in Verbindung mit einer 
gewissen Centridtäl besitzen. 

DL Gleiche und Umliclie sphlrisehe Figuren. 
Die vorigen Sfitze werden auf die Kugel Qbergetragen , wenn man 
Hauptkreise statt gerader, sphärische statt planer Dreiecke, sphärische Kegel- 
schnitte statt besonderer Kegelschnitte zweiten Grades setzt. Das Unterschei- 
dende bilden die einer Figur zugehörige Gegenfignr und Polarfigur, und der 
Mangel unendlich ferner Puncte. 

Zwei einstimmig-gleiche und Ähnliche sphSrische Figuren haben also 
einen selbstentsprechenden Pnnct S, dessen selbstenfsprechende Polare ^n- 
stimmig-gleiche und Ähnliche Linearfiguren enthfilt« 

Zwei entgegenge^^etzi-gleiche und Ähnliche sphSrische Figuren haben 
einen seibstentsprechenden Uaupikrei* s, worauf einstimmig-gleiche mid ähn- 
liche Linearfiguren liegen, und dessen Pol Gegenpunct des ihm entsprechenden 
Punctes ist. Sie köiyien nicht nur in eine symmetrische Lage gegen e ge- 
langen, sondern die eine kann auch zur Gegenfigur der andern werden. 

IV. Gleiche und Umliche RaumflgureD. 
Wenn den Puncten des Raumes A, B, C, D, E, F, .. ^\t Pnncte 
des Raumes Ä, B', C, D', E, F', .. entsprechen, so dafs die Tetraiier 
mit gemeinschaftlicher Rasis, A'B'C'Ü\ A'B'C'E', A'B'C'F', .. den ent- 
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»precbeiiüen Tetraedern einzeln gleich und Ähnlich and dabei ÄB*C*Si\ 
AB'VF'y . .. mit ABfC'iy einstimmig oder entgegengeselst sind^ je nach- 
dem dies bei den entsprechenden Tetraedern der Fall ist, so sind ABCDtßF 
und AB'CUE'F' ^Uicke und ähnliche Raumfiguren; d.h.: dem Durch- 
schnitt von Geraden und Ebenen der einen Figur entspricht der Durchschnitt 
der entsprechenden Geraden und Ebenen; den Geraden und Ebenen dorch 
Puncto der einen Figur entsprechen die Geraden und Ebenen dorch die ent- 
sprechenden Puncto; dergestalt, dafs die entsprechenden Slrecl(en, Flächen, 
Winkel, Räume, Linearfiguren, Planfignren, StrahlenbOschel , Ebenenbilscbol 
einander gleich sind. Die entsprechenden Linearfiguren , Planfigaren, Raum- 
figuren, die zu solchen Figuren gehören, sind emetimmiffj oder entgegengeeetzt, 
je nachdem es ein Paar entsprechende Strecken, Dreiecke und Tetraeder sind. 

i. Binstimmig-gleiche und ihnliche Raarofigaren. 

Im Allgemeinen haben sie nur eine Schaar von parallelen Geraden, 
welche den entsprechenden Geraden parallel sind, so dafs die auf ihnen lie- 
genden Linearfiguren den entsprechenden einstimmig -gleich und Ähnlich sind 
(eine dieser Geraden s ist eetbstentsprechenä^ und eine Sehaar paralleler 
Ebenen (normal #), welche den entsprechenden Ebenen parallel sind, so daft 
die anf ihnen liegenden Planfiguren einstimmig-gleich und Ahnlich sind; keine 
derselben ist selbstentsprechend. Die Ebenen, welche die Winkel von ent- 
sprechenden Geraden QAB und AB'^ rechtwinklig halbiren, und diejenigen, 
welche die Nebenwinkel entsprechender Ebenen halbiren, sind der selbstent- 
sprechenden Richtung s parallel. Durch die Drehung einer Raumfigur um 
die selbstentsprechende Gerade, und dorch die Dewegung der Baumfigur in 
der seibstentsprechenden Richtung, entstehen besondere Lagen; nAmlich: 

ä) Perepeciiviscke, mit Aufserem, onendlich fernem Projectionspunet 
aaf e; jede Parallele zu s ist eetbslentspreehend, jede Linearfigur mit der 
entsprechenden emetimmigi 

() Involutoriseke Lage, mit der Axe s, deren Puncto selbstentspre- 
chend sind^ gegen welche die entsprechenden Planfignren auf den durch $ 
gelegten selbstentsprechenden Ebenen eymmetriseh liegen, wAhrend die ent- 
sprechenden Planfiguren auf den zu s normalen, selbstentsprechenden Ebenen 
perspectivisch sind, mit einem Projectionspunct ; 

O Congruenz. 
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2. Enlgegengeietzl-gleicbe and ähnliche Raumfiguren. 

Im Aligemeineo haben sie nur ettae Scbaar von parallelen Geraden, 
welche den entsprechenden Geraden paraltel sind , ond anf welchen Linear- 
fignren liegen, die den entsprechenden entgegengeaetzt-^^eieyk vnd ähnlich 
sind (eine unter diesen Geraden (n) ist selbstentsprechend, mit dem selbstent- 
sprechenden Pnnct j9), und eine Schaar von parallelen Ebenen (normal n)^ 
welche den entsprechenden Ebenen parallel sind, und auf welchen Planfiguren 
liejgen, die den entsprechenden einstimmig*gleich und Ähnlich sind. Eine unter 
diesen Ebenen « (durch 8") ist selbstentsprechend. Auf b liegen die Mitten 
der Verbindungslinien AA , BB', ..; durch jS> gehen die Ebenen, welche 
AA', BB^, .. rechtwinklig halbiren. Die Geraden^ welche die Winicel der 
entsprechenden Geraden halbiren, sind normat zu n; die Ebenen, welche die 
Nebenwinkel der entsprechenden Ebenen halbiren, sind parattet zu is. 

Sind die entsprechenden Planfiguren auf c perspectiviach, mit Sufserem, 
unendlich fernem Projectionspunct, so haben die Raumfiguren keinen Durch- 
messer n in endlicher Ferne; dagegen sind die Geraden einer Richtung auf 
s wetbstentsprechend, so wie alle Richtungen^ parallel mit %, aetbstentaprechend. 

Sind die entsprechenden Planfignren auf e perspectimsck , mit in- 
nerem Projeclionspuncte S, so haben die Ranmfiguren unendlich viele Durch- 
messer n durch S, und sind perspectinischf mit innerem Projectionspunct 

Sind die entsprechenden Planfiguren auf € ctmgruent, so haben die 
Baumfiguren unendlich viele Durchmesser n^ normal zu ^, und sind jrymme» 
triich gegen e. 

In den beiden letzten Fallen sind die Raumfiguren zugleich kwohitoriteh. 

Bei gleichen und ähnlichen Linearfiguren im Räume sind die Ver- 
bindungslinien AA, BB', . . mit einer bestimmten Ebene paratief; ihre Mitten, 
A" von AA', B^' von BB', .. liegen auf einer Geraden, die mit JA und 
AB' entgegengesetzt-gleiche Winkel bildet; die Ebenen, welche AA, BB^, . . 
rechtwinklig halbiren, gehen durch einen Punct S" , so dafs S"AB .. und 
l^'AB' . . gleich und Shnlich sind. Die Verbindungslinien AA, BB', . . 
haben einerlei rechtwinklige Projectionen auf eine Gerade, die den von AB 
und AB' gebildeten Winkel halbirt; A"B" ist den rechtwinkligen Projectio- 
nen von AB und AB' auf jene Gerade etn^/immi^-gleicb. Die Ebene durch 
A'B", normal zur gegebenen Winkel-Ebene, welcher AB und AB' parallel 
sind, schneidet AB und AB' in den entsprechenden Puncten von kleinster 
Entfernung. 

19» 
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\. Ahnliclie Linearfigaren. 
Wenn den Puncten einer Geraden A, B, C, D, . • die Poncte einer 
Geraden A\ B', C, D\ .. enlsprechen, so dafs AB\ AC\ AU, ..mit 
dem gemeinschafllicben Anfange Ä , za den entsprechenden Strecken dasselbe 
Verbaitnirs haben, und dabei AC\ AD\ .. mit AB^ einstimmig oder ent- 
gegengesetzt sind , je nachdem dies bei den entsprechenden Strecken der 
Fall ist; so sind ABCD . . und AB'C'D' . . ähnliche Linearfiguren; d. h. 
jede Strecke hat zu der entsprechenden dasselbe Verhällnifs. Ist eine Strecke 
der eulsprechenden einstimmig oder entgegengesetzt, so ist es auch jede andre. 

Zwei ahnliche Linearfiguren auf einer und derselben Geraden, haben 
einen seihst enUsprechenden Punct, in endlicher Ferne. Zwei Ähnliche Linear- 
figuren auf verschiedenen Geraden einer Ebene, mit einem selbstentsprechen- 
den Puncto, sind perspectivisch, mit unendlich oder endlich fernem Projections- 
punct, je nachdem der selbstentsprechende Punct endlich oder unendlich fern ist. 

Ist R der nicht sich selbst entsprechende Durchschnitt von Geraden, 
worauf ahnliche Linearfiguren liegen ; sind A', B'\ . . die Innern Theilpuncte 
von AA, BB', .., A", B'", .. die fiufsern Theilpuncte derselben Verbin- 
dungslinien nach dem Verbfiltnifs entsprechender Strecken (AB: AB'); sind 
A^"^, fi'^ die Mittelpuncte von Kreisen durch R, welche zugleich durch A 
und A, B und B', .. gehen; sind A"^, B"^, .. die Mittelpuncte von Kreisen, 
deren Durchmesser A'A"', B^B"', .. sind: so finden folgende Eigenschaf» 
ten Statt. 

Die Kreise A^^, B^^, . . schneiden sich in einem Puncto S; 

Die Puncto A", B'\ . . liegen auf einer Geraden s, die mit AB und 
AB^ entgegengesetzt-gleiche Winkel bildet: 

Die Puncto A", B"*, . . liegen auf einer Geraden n, welche mit AB 
und AB' supplementäre Winkel bildet ; s und n schneiden sich rechtwinklig in iV; 

Die Kreise A^, B^ , . . schneiden sich sfimmtlich in i9 und N, and 
einzeln die Kreise A^^, B^\ .. rechtwinklig; 

Die Dreiecke SAB, SAB', SA'B", SA'"B"', SA'B'\ SA'B'' sind 
Mi«/Ji9imf^-Shnlich ; desgleichen die Dreiecke SAA, SBB', . •; die Dreiecke 
NAB und NAB' sind efUgegentfesetzt-^ihnMeh; 

AB, AB', s, n sind vier harmomsche Tangenten der Parcel, welche 
von AA, BB', . . berflhrt wird und deren Brennpuncl i9 ist. 
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VL Ähnliche Planflgoren. 

Wenn den Punclen einer Ebene A, B, C, D, E, .. die Puncte einer 
Ebene A\ B*, C\ D\ E\ . . so entsprechen, dafs die Dreiecke mit gemein- 
schaniicher Grnndliuie, A'BC\ A'B'D', ÄBE\ . . den entsprechenden Drei- 
ecken ähnlich, und dabei A*B'D', A'B'E', .. mit A'B'C einstimmig oder 
entgegengesetzt sind, je nachdem dies bei den entsprechenden Dreiecken der 
Fall ist: so sind AUCÜE . . und A'B'C'D'E'.. Ähnliche Planfiguren; d. h.: 
jedem Puncte der einen Ebene entspricht ein Punct der andern Ebene; dem 
Durchschnitt von zwei Geraden der einen Figur der Durchschnitt der ent- 
sprechenden Geraden; der Geraden durch zwei Puncto die Gerade durch die 
entsprechenden Puncte; dergestalt, dafs die entsprechenden Winkel und Strah- 
lenbQschel gleich sind, die entsprechenden Strecken dasselbe Verhältnifs haben, 
und die entsprechenden Flöchen sich wie die Quadrate entsprechender Strecken 
verhallen. Je nachdem ein Paar entsprechende Dreiecke einstimmig oder ent- 
gegengesetzt sind, sind es auch die ähnlichen Planfiguren. 

1. Einstimmig-ähnliche Planfiguren. 
Je nachdem ein Paar enisprechende Strecken einstimmig oder entye^ 
yengeselzl sind, sind es auch die flbrigen Paare, und die Figuren sind per^ 
spectiviscA, mit selbstentsprechendem äufserem oder innerem Projectionspuncl^ 
in endlicher Ferne. 

Liegen die Figuren auf einer Ebene, und haben ein Paar entsprechende 
Strecken verschiedene Richtung, so giebt es auf ihrer Ebene einen selbstent- 
sprechenden Punct iS>. Durch denselben gehen: 

Die Kreise, auf deneii sich die entsprechenden StrahlenbQschel schnei- 
den und deren Mittelpuncte ^'^ B*\ .. sind; 

Die Kreise, deren Mittelpuncte A^, B\ . . auf den Verbindungslinien 
AA', BB', .. liegen und welche die Verbindungslinien innen in A", B", .., 
aufsen in A'', B"', .. nach dem Verhältnifs entsprechender Strecken (^ABiA'B') 
theilen. 

Die Figuren SABC, SA'B'C'.., SA'B"C\., SA"B'"C'\., 
SA^^B'^'C'.., SA''B''C\. sind einstimmig -Ähnlich; desgleichen die Drei- 
ecke SAA', SBB, SCC, • . 
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2. EntgegengesetzMhnlicbe Planfiguren. 
Sie haben, weon ihre Ebenen zusammen fallen , einen selbsleniepre^ 
chenden Punct ZV, und zwei in ihm rechtwinklig sich schneidende selbstent» 
sprechende Gerade, deren eine (•) einstimmig-ähnliche, die andre (n) entge- 
gengesetzt-ähnliche Linearfiguren vereinigt. Von beiden werden die Verbin- 
dungslinien AA', JSJS', .. harmonisch, nach dem Verhältnifs entsprechender 
Strecken geschnitten. Perspectivitäi kann nicht Statt finden. 

Vn. Ähnliche RaanlgiireB. 
Wenn den Puncten des Baumes A, B, C, D, E, F, .. die Poncte 
des Raumes A', B\ C, D\ E', F\ . . entsprechen , so dafs die Tetraeder 
mit gemeinschaftlicher fiasis ÄB'C'D\ ABC'E\ ABC'F\ .. den ent- 
sprechenden Tetraedern ähnlich und dabei A'B'C'B', A'B'C'F', .. mit 
A'B'C'D' einstimmig oder entgegengesetzt sind, je nachdem dies bei den ent- 
sprechenden Tetraedern der Fall ist: so sind ABCDEF.. und AWCBfE'F' .. 
ähnliche Baumpguren\ d. h. den Durchschnitten yon Geraden und Ebenen der 
einen Figur entsprechen die Durchschnitte der enisprechendeu Geraden und 
Ebenen ; den Geraden und Ebenen durch Puncto der einen Figur entsprechen 
die Geraden und Ebenen durch die entsprechenden Puncte der andern; der- 
gestalt , dafs die entsprechenden Strahlen- und Ebenen -Bflscbei gleich sind, 
die entsprechenden Strecken dasselbe Verhältnifs haben, die entsprechenden 
Flächen wie die Quadrate, die entsprechenden Räume wie die Guben ent- 
sprechender Strecken sich verhalten. Je zwei, durch entsprechende Puncto 
solcher Figuren bestimmte Linearfiguren, Planfiguren, Raumfiguren, sind ähnlich; 
uud zwar einstimmig, oder entgegengeselzl, je nachdem es ein Paar ihrer 
entsprechenden Strecken^ Dreiecke und Tetraäder sind. 

Bei ^»«tJmmi^- ähnlichen Raumfiguren giebt es immer eine selbst- 
entsprechende Gerade e, deren entsprechende Puncte einstimmig- ähnliche Li- 
nearfiguren mit einem selbstentsprechenden Puncto 8 bilden, und eine durch 
i9 normal auf s gehende selbstentsprecbende Ebene «^ deren entsprechende 
Puncte €fii^<imiiujr-ähnliche Planfignren bilden. Die Verbindungslinien AAl, 
BB\ . . werden aufsen in -4'", i?'"^ . . von t, innen in A\ B", . . von den 
Geraden, welche die Winkel ASA, BSB', . . halbiren, nach dem Verhältnifs 
entsprechender Strecken getheilt. Die Kugeln, deren Durchmesser A*A"j 
B"B'", . . sind , gehen durch jS^. Sind die auf e vereinten Planfiguren /^er- 
spectivisch, mit äufserem Projectionspuncte S, so sind es die ganzen Raum- 
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igaren. Sind die aof « vereinteD Pianfiguren perepectivisch, mit innerem Pro- 
jecHonspnncte S, so sind die gansen Ranmigaren niehi perapecÜTisch ; die 
Theilpnncte J^ B", . . fallen anf s. 

Bei ent^eßen^esetzt-ihnVichen Raumfiguren giebt es immer eine selbst- 
enisprecbende Gerade n^ deren entsprechende Puncto «n/^#yeii^M^/«r/-flhnlicbe 
Linearfiguren mit einem selbstentsprechenden Punct S bilden, und eine durch i9 
normal auf n gehende selbstentsprechende Ebene b, deren entsprechende Puncto 
einstimmig-fihnliche Planfiguren bilden. Die Verbindungslinien AA', BB'j . . 
werden innen in A", Jff', . . von s, aufsen in A'", B'", . . von den Geraden, 
welche die Nebenwinkel von A8A, B8B\ . . balbiren, nach dem Verhält- 
Ulfs entsprechender Strecken getheilt Die Kugeln, deren Durchmesser A*A^\ 
W", . . sind , gehen durch S. Sind die auf s vereinten Planfiguren per- 
spectiviscb, mit innerem Projectionsponct 8, so sind es die ganzen Raomfiguren. 
I^Bd die auf e vereinten Pianfiguren perepectwisck, mit fiufserem Projections- 
pnnct 8, 60 fallen die Tbeilpuncte A'", B'", . • anf n^ aber die Raumfiguren 
selbst sind nicht perspectivisch. 

Bei zwei Ähnlichen Linearfiguren im Räume sind die Verbindungs- 
linien der entsprechenden Puncto AA, BB\ mit einer bestimmten Ebene 
parallel. Die Innern und fiufsern Tbeilpuncte der Verbindungslinien, nach dem 
V^rbaitnifs entsprechender Strecken^ A' vtnAA^^ von AA', B", und B'" von 
BB', .. liegen auf zwei Geraden , welche mit den gegebenen Geraden AB, 
AB' einer bestimmten Ebene parallel sind und den Winkel und Nebenwinkel 
der gegebenen Geraden haibiren. Die Kugebi, deren Durchmesser A'A", 
B"B'", . . sind, schneideu sich in einem Kreise, dessen Ebene normal ist 
rar Ebene des von AB und AB' gebildeten Winkels. FOr jeden Punct S^ 
dieses Kreises sind 8 AB . . und 8AB' . . ähnliche Planfiguren. 

Anmerkung. Zur Bezeichnung der erwähnten seibstentsprechenden 
Elemente dfirftea sich die besondem Namen: Mittelpunct, Congruenzpuncl, 
ÄhnliehkeÜspuncl} Durehmeeeer, Axe, Congruenz-^Axe, Ähnlichkeüs-Axe, 
AhnUchkeitedurchmeeserf Symenetral-Ebene, Congruenz-Ebene, Ähnlich^ 
keile-'Ebene , mehr empfehlen als die von Magnue gebrauchten allgemeinen 
Namen: Situationspuncl, Situations-Axe. 

Dresden, im Juni 1852. 
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Beitrage zur Meehanik des Pflages. 

(Von Herrn Dr. K Segniiz, Prof. an der Akademie der LandwirUiscbaft zu Eldena.) 



fimter jA.rtflLeL 



Dei den mechanischen Principien, auf welche sich die Vorschrifken 
Ober die zweckmfifsigste Bauart und Ffihrung der AckergerSlhe, besonders 
des Pfluges, ohne Zweifel zurQckfflhren lassen mflssen, findet sich in den 
landwirthschafilichen Schriften noch viele Unklarheit. Der bei weitem Aber* 
wiegenden Mehrzahl ihrer Verfasser fehlte, wie deutlich zu bemerken, lurei- 
chende Bekanntschaft mit der Mathematik und Mechanik. Es giebt zwar einige 
hierher gehörige Untersuchungen, welche mit besseren HQlfsmitteln angestellt 
wurden; z. B.: „An essay on the construction of the plough, deduced from 
mathematical principles by' J. Baitey; New-Castle 1795;"' ferner eine Abhand- 
lung „D*un nuovo orecchio, von Lambruschini, im Giornale agrario Toacano 
1832,"" deren Mittheilong ich dem Herrn Geheimerath Bau in Heidelberg und 
einem meiner früheren SchOler verdanke, welcher letztere die MOhe nicht 
gescheut hat, mir die ganze Abhandlung abzuschreiben. Ferner „W. Enfertk, 
Beitrag zur Theorie des Pfluges'" in den ökonomischen Neuigkeiten und Ver- 
handlungen; und einiges Andre, woran ich noch zu keiner unmittelbaren Ein- 
sicht habe gelangen können. Diese Untersuchungen betreffen aber nur einselne 
Puncto und sind nicht weit genug fortgeführt, um sich an die practischen 
Erfahrungen anzuschliefsen. Ein erhebliches Hindernifs der Vergleichung der 
theoretischen Deductionen mit der Wirklichkeit verursacht flberdies der fflr 
den vorliegenden Zweck unvollkommene Zustand der Htllfsmittel zur Kraft^ 
messufiff. Die gewöhnlichen Dynamometer, welche das Maximum des Wi- 
derstandes anzeigen, sind hier, wo der Widerstand so sehr verschieden ^ tot, 
fast unbrauchbar. 

Indem ich, die oben angedeuteten Mängel bemerkend, an die Aus- 
arbeitung einer vollständigeren Theorie des Pfluges ging, stiefs ich auf ver- 
schiedene Aufgaben, zu deren Lösung die gewöhnlichen Sätze der Mechanik 
nicht hinreichten. Um Mifsverständnisse zu vermeiden, bemerke ich jedoch, 
dafs ich vollkommen überzeugt bin, die Mechanik, insoweit sie sich auf Kräfte 
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bezieht, welche auf tnefsbare Entfernungen wirken, sei eine zum Abschhifs' 
gekommene Wissenschaft; dagegen dürften die Molecularkrdpe noch ein 
weites Feld der Untersuchung darbieten. Die mir aufstofsenden Zweifel konnten 
sich daher nicht auf die Wirkung des hier als starren Körper zu betrachleitden 
Pfluges selbst, sondern nur auf die Rückwirkung der durchfurchten Erdmasse 
beziehen. Der zu pflOgende Boden ist, je nach seiner chemischen Zusammen- 
setzung, je nach der vorausgegangenen Behandlung, nach dem Feuchtigkeits- 
grade u. s. w., nicht nur in seiner Fruchtbarkeit, sondern auch mechanisch sehr 
verschieden. Hat er einigen Thongehalt^ ist er von den Wurzeln der ab- 
geerndleten Früchte oder noch grünender Weidepflanzen durchzogen, und da- 
bei nicht zu sehr ausgetrocknet, so bildet ein von dem Pfluge abgeschnittener 
prismatischer Erdstreifen einen unelastischen und unvollkommen biegsamen 
Körper, welcher sich auf einer schiefen Ebene hinaufschieben und umwenden 
läfst^ ohne seinen Zusammenhang zu verlieren, oder auch nur seine Gestalt 
bedeutend zu verändern. Auf Körper solcher Art sind, so viel ich weifs, die 
Untersuchungen der theoretischen Mechanik bisher nicht ausgedehnt worden; 
das hier zunächst Folgende bezieht sich vorzugsweise auf diesen Zustand. 
Wenn dagegen der Acker schon ein oder ein paar Mal mit Pflug und Egge 
bearbeitet worden ist und die darin enthaltenen organischen Reste so weit zer- 
setzt sind, dafs sie kein Hindernifs der Trennung mehr bilden, so hat man 
eine völlig lose Masse vor sich, und der Widerstand, welchen sie den Acker- 
Instrumenten entgegensetzt, scheint nach der Theorie des sogenannten passiven 
Erddruckes beurtheilt werden zu können. Ein thonreicher^ durch starke 
Austrocknung erhärteter Boden endlich bricht beim Pflügen in grofse^ schein- 
bar ganz unregelmäfsige Schollen und befindet sich in einem dritten Zustande, 
hinsichtlich dessen theoretischer Behandlung ich gestehe, noch zu keiner kla- 
ren Idee gelangt zu sein. Wegen jener Unregelmäfsigkeit bleibt auch der 
letzte Zustand vielleicht ganz dem Bereich des Calculs entzogen. 

Mit Hinweglassung alles Desjenigen, was sich wesentlich auf die spe- 
cielle Veranlassung meiner Untersuchungen bezieht, beabsichtige ich in dem 
Folgenden, erstlich, einige Resultate mitzutheiien, welche auch vom rein wiasen- 
schafUichen Standpuncte nicht ganz ohne Interesse sein dürften, und zweitens, 
diejenigen Puncto, deren Erledigung meine eignen Kräfte übersteigt, dem 
mathematischen Publicum vorzulegen; mit dem Wunsche, das. Interesse der 
Männer vom Fach für den Gegenstand in dem Maafse zu erregen, dafs sie 
die vollständige Auflösung der Aufgabe versuchen. 

Crelle^s Journal f d. M. Bd. LH. Heft 2. 20 
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Vorstehende Einleitung schien mir noth wendig, um oiicb zu recht- 
fertigen, dak ich in diesem, der exactesten Wissenschaft gewidmeten Journale 
die Aufmerksamkeit der Leser für einen scheinbar so trivialen Gegenstand in 
Anspruch nehme. 

§. 1- 
Der Keil ABC (Taf. II. Fig. 1), mit dem als ziemlich klein vorausge- 
setzten Kanten Winkel ACB=a, stütze sich mit seiner untern Flache BC gegen 
eine feste, horizontale Ebene. Ein auf derselben horizontalen Ebene ruhendes 
rechtwinkliges Parallelepipedum, biegsam genug, um sich wenigstens scheinbar 
an die gebrochene Linie ACD anzuschmiegen, soll dadurch gehoben werden, 
dafs man jenen Keil darunter schiebt. Man nenne q die auf der Seite AC 
gleichzeitig aufliegende Last, und die zur Fortbewegung des Keils erfor- 
derliche horizontale Kraft p, so wird, während der AngrifTspunct der Kraft p 
in ihrer eigenen Richtung den (unendlich kleinen) Weg a zurücklegt, die 
Last q auf die Höhe a.sina gehoben. Also ist nach dem Princip der vir- 
tuellen Geschwindigkeiten, und abgesehen von der R^bung: 

(1.) p = qsina. 

In Voraussetzung einer vollkommen glatten Oberfläche des Keils, sind sämmt- 
liche in Betracht kommende Widerstände als normal auf die Seite AC, mit- 
hin als parallel wirkend anzusehen; sie müssen daher auch eine Resuitirende 
MN=^n haben, in Bezug auf welche 

p = Rsina 
ist. Vergleicht man letzteren Ausdruck mit dem (1.), so ergiebt sich 

(2.) q = n; 
d. h. die Resuitirende der normalen Widerstände kann durch das Ge^^ 
wicht der gleichzeitig aufliegenden Belastung ausgedrückt werden. Setzt 
man die auf die Längen-Einheit kommende Belastung gleich k, die Länge der 
schiefen Ebene AC^=l und ihre Höhe AB==h, so ergiebt sicb^ sobald die 
Belastung den höchsten Punct A erreicht hat, mit Berücksichtigung, dafs 
qs=kJ, so wie lsina = h ist^ der mit (2.) gleich geltende Ausdruck 

(3.) p = kh. 

Dies aus dem Princip der virtuellen Geschwindigkeit abgeleitete Re- 
sultat erhält man nach folgender Betrachtungsweise auch durch die gewöhnliche 
Zerlegung der Kräfte. Das nur unvollkommen biegsame Parallelepipedum 
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wird nfimlicb in der Nähe der Kante C den Raum QCV (Fig. 2) unausge-- 
fallt lassen, und hier eine KrOmmung bekommen, welche der Einfachheit wegen 
fflr eine gebrochene Linie AQVD angenommen werden mag. Dabei ist, 
wenn, wie vorausgesetzt, der zu hebende Körper nur lose auf seiner Unter- 
lage aufliegt und nicht erst durch die Kante des Keils davon getrennt zu 
werden braucht, QC=CVj mithin der Winkel 

Nun Obt die Last q auf den Keil den normalen Druck ^.cosa aus; die zweite 
zu AC parallele Componente ^.sina erleidet im Puncte Q eine weitere Zer- 
legung in die Seitenkrdfte 

RS=qs\nasecia und /Z0=^sinft tang^a, 

oder, mit Berücksichtigung dafs tang^a==:-^^ — ^ ist, 

RQ = y(l — cosof); 
folglich ist die Summe der auf AC normalen Drucke: 

n == 7.cos«-|-y(l~- cosof) = y; 
wie oben. 

Es läfst sich jetzt auch der Angriffspunct M (Fig. 1) der Resultirenden 
MN=n angeben. Man findet denselben, wenn man aus C, mit dem Radius 
CO^=^BC, den Kreisbogen CM beschreibt; denn es ist der Mittelpunct P 
von AC der Angriffspunct der Kraft ycosa^ und C derjenige der Kraft 
^(1 — cosa); mithin mufs, wenn iUder Angriffspunct ihrer Resultirenden sein soll, 

PM.q. cos a = MC.q{l — cosa) 

sein: eine Gleichung, welche in der That identisch wird, wenn man die Werlhe 
PM = ^l — ^lcosa und illC=^/cosa einführt. 

Um die Reibung in Rechnung zu bringen, setze man den Reibungs- 
coSfficienten längs der schiefen Ebene AC gleich f und den an der Sohle BC 
gleich f. Auf AC findet, wie sich zeigt, der dem Gewicht der aufliegenden 
Last gleiche Normaldruck q Statt und erzeugt die Reibung f'q. Dieser Rei^ 
bungswiderstand wirkt auf den Keil in der Richtung CA (Fig. 3), auf 
den zu hebenden Körper dagegen in der Richtung AC. Die die letztere 
Wirkung repräsentirende Kraft f'q wird nun eben so wie die zu AC paral- 
lele Componente der aufliegenden Last, in der Nähe der Kante C eine Zer- 
legung in die Seitenkrfifte ^/''tang^a und qf'sec^a erfahren, von welchen 

20* 
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jedoch nur die erstere, normale, hier weiter in Betracht kommt. Daher giebt 
es zwei auf den Keil selbst wirkende Kräfte, nämlich die Reibung CR=^qf' 
und den normalen Druck CS = qf\2kng\a. Ihre ResuHirende ist 

CT = qf'sec^a 
und die horizontalen Componenten der letztern sind 

Cü = qf*sec\acQS\a = qf 

Dagegen ist die dem Druck an der Sohle entgegenwirkende lothrechte Com- 
ponente : 

ÜT = qf sec { a sin ^a = qf tang \ a. 

Der von der aufliegenden Last q herrührende Druck an der Sohle ist ^cosa; 
es bleibt also, wenn man den Keil selbst als gewichtlos ansieht, ein Druck 
^(cosa — /"'lang Ja) übrig, welchem der Reibungswiderstand qf\cosa—f'\Hng\a) 
an der Sohle entspricht. Thut man den vorhin gefundenen Widerstand qf 
hinzu, so ergiebl sich: 

y(r+rcos«-rrtangia). 

Dieser Widerstand rührt von dem normalen Druck ^ her; die Reibung 
aber hat einen- normalen Druck CS = qf"lBngia zur Folge, welchem (ana- 
log dem Vorhergehenden) ein horizontaler Reibungswiderstand 

qf tang J a {f -}-/•" cos a -ff' tang \ a) 

entspricht. Hierbei entsteht aber ein neuer normaler Druck ^/^'^tang^^a^ und 
daraus der Reibungswiderstand 

yr»«ngH«(r-[-rcosa-f rriangi«). 

Durch Fortsetzung derselben Betrachtungen ergiebt sich die zu Über- 
windung der sämmtlichen Reibungswiderstände erforderliche horizontale Kraft r 
gleich dem Product aus q, dem Factor f-\-f'cosa — ff'\^ng\a und der 
Summe der unendlichen Reihe 

oder : 



(4.) r = q 



i — /'tang^a 



und für f=f'=:: f: 

fcosa 



C5-) -^=»(^Tr:^^> 



//. SegniiZß Beiträge zur Mechofiik des Pfluges. 157 

Za einem etwas abweichenden Resultat gelangt man mit Hülfe des 
Princips der virtuellen Geschwindigkeiten-, indem man die Reibungswider- 
stände qf und qf'cosa als KrSfte ansieht, deren Angriffspuncte in ihren 
eigenen, oder vielmehr den entgegengesetzten Richtungen dieselben Weife 
zurflcklegen, wie die zu ihrer Überwindung erforderliche horizontale Kraft, 
nämlich : 

(6.) r' = y(/" + /'"cosa), 
und für f" — f"=zf: 

(7.) rl, = qf{l'\-cosa). 

Ich halte die Ausdrücke (4. und 5.) für genauer als die (6. und 7.)) weil 
bei den letztern keine Rücksicht genommen ist auf die Vermehrung des nor- 
malen Drucks auf die schiefe Ebene und auf die Verminderung des Drucks 
an der Sohle des Keils, welche durch die Reibung selbst entsteht. Indessen 
dürfte man sich wohl, da die Differenz für kleine Winkel nur sehr gering ist, 
und die erstere Betrachtungsweise in verwickeiteren Füllen weitläufige Rech- 
nungen geben würde, bei dem Folgenden darauf beschränken können, das 
Prinoip'der virtuellen Geschwindigkeiten in der angedeuteten Weise anzuwenden. 

§. 2. 

Es mögen jetzt die in dem vorhergehenden Paragraphen angestellten 
Betrachtungen und gefundene Resultate auf einen gebrochenen Keil (Fig* 4) 
ausgedehnt werden. Derselbe sei aus mehren schiefen Ebenen zusammenge- 
setzt, deren Längen /', /", /'", ... l^, und deren Neigungswinkel zum Hori- 
zont a, ß, y^ . . . w sein sollen ; wozu für die zunächt folgende Untersuchung 
noch die Bestimmung kommt, dafs jeder dieser Neigungswinkel gröfser sein 
soll, als der nach obiger Ordnung auf ihr folgende. 

Bezeichnet man wieder die auf die Längen-Einheit kommende Belastung 
durch k, so ruhen auf jenen schiefen Ebenen die Lasten A-/', kl", kV",...kl^ 
und üben die normalen Drucke A:/' cos a^ Ar/" cos/?, kf'cosy, . . . Ä/*cos£o aus, 
zu deren Überwindung die horizontalen Kräfte Ar/'sinacosa^ kl"smßcosß, 
M^sxnYCOSY, ,.. kl^ sin m cos u) nöthig sind. Ferner erfährt das sogenannte 
relative Gewicht kVsma der auf /' ruhenden Last, d.h. die zu /' parallele 
Componente des Gewichts der letztern, nn der von /' und T gebildeten Kante, 
eine Zerlegung in die Seitenkräfte (vergl. Fig. 5): 

kl' sin a tang i (« — ß) und kV sin n sec K^ ~ ß)- 
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Entere Seiteokrafl erfordert die horizontale Kraft 

kf sinasmaiang^{a — ß); 

die zweite erfahrt die weitere Zerlegung in die Componente 

kl's\nasec^{a — (3)cos}(a — ß) = kl' sin a, 

welche das auf die folgende schiefe Ebene r, und zwar, wie man sieht, un- 
verändert fortgepflanzte relative Gewicht der auf /' ruhenden Last vorstellt; 
und dann in die Componente 

kl's\nasec^{a — ß)sm^(a — ß) = Ä/'sinatang|(a — /?}. 

Der letztere normale Druck findet in der Nshe der Kanten zwischen /' und l" 
auf die zweite schiefe Ebene mit dem Neigungswinkel ß Statt; es entspricht 
ihm daher die horizontale Kraft 

ki' sin asinß tang i (a — ß). 

Durch Fortsetzung analoger Schlüsse findet man, vor der Hand noch 
ohne Rücksicht auf die Reibung, für die gesammte, zur Fortbewegung eines 
solchen Keils erforderliche horizontale Kraft: 

'/'sinacosa-{"'''s'"/^^^^/^'f''"s'"y^^8y+ •" + '^sinoicosoi 

-f /' sin a (sin a -f sin ß) tang i (« — /?) 

Cn P = kJ +(/'sina + rsin/?)(sin/3+siny)tangi(/?-y) 

*^ +(/'sina-f rsin/3-f rsiny)(siny-fsin<y)tangi(y — J) 

+ -^ 

-{- {t' sina'\- 1" sin ß'\' t"' sin)^ -{-''» '\-t^sinü})smü}lang^(o. 

Nun ist bekanntlich: 
(sina+sin/3)tangi(a-/3) = 2sini(a + /?)cosi(«-/9)£i|i5g 

= 2sini(a-}-/?)8in^(a — /3) = co8/3— cos«, 
und eben so findet sich: 

(sin/?-f sin y) tang i(/3—y) = cos y — cos /9, 
(siny-f sin (T) tang ^(y — (t) = cos c? — cos y. 



sinoitang^cu = 1 — cosoi. 
Man kann daher die Gleichung (1.) auch wie folgt schreiben; 



r\ 
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t8maeos<i-^P's\Bßcosß-\-rs\nycosy-\-"'-\-t^sino>ii09w 

4" /' sin « (cos /? — cos «) 

+ (/* sin « f /" 8in/3) (cos y — cos/?) 

(2.) P = Ä-< -t-(rsin« + rsin/?+r8iny)(cos*'-cosy) 

+ • 

-f (fsin«-j-/"sin/?-f /'"siny-1 |-/^8ina))(l — oosa»).' 

Darch Redaction ergiebt sich hieraus, wie es das Princip der virtuellen 
Geschwindigkeit verlangt : 

(3.) P = ifc(/'sina+r'sin/3+/"'sinv-J- ...-f /»sino»), 
oder, wenn man die Höhe des gebrochenen Keils: 

/'sina-fr'sin/?-f /"'6iny+..-l-^''s>n«' = ^ 
setzt: 

(4.) P = k.U} 

wie bei dem einfachen Keil (S.3. §-10- 

Ferner ist die Summe der normalen Drucke auf die schiefen Ebenen 

r, r, r, ... /«^ /«: 

/'cosa-j-rcos/?-|-/"cosy-| [-/"cosv + '^cosw 

-f 2 Z' sin « tang i (o — /?; 

-|-2(<'sino+/"sln/?)tangi(/3 — y) 

(5.) A'' = Ä.{ -f2(/'sin« + r8in/?4-rsiny)tangi(2'-«y) 

+ • 

-f 2(rsin«-f/" sin /3-f/"'siny-f-. ..-!-/'* 8inv)tang4(V — <o) 
+ (/'sina + r8in/3 + /"'siny-f ... + /«sinv+/*8ina>)tangico. 

Der Druck aber, welchen die Sohle des Keils auf ihre horizontale Unterlage 
ausflbt, ist 

rCOs'«-f /"c08*/94-/"'c08V-f .- 4-/"c08V-f /''COS'W 

-f l'sma (cosa-f cos/?) tang \(a—ß) 

rf (rsina+r'sin/?) (cos/?-f cosy) tangi(/?— y) 

(6.) N'= k.^ -I- (/'8ino+/"8in/?-f rsiny) (cosy-f costJ) tang i(y-^) 

+ • • 

' + (/'sina-f /"sin/9-f '"'siny-j |-/"sinv) (cosv+co8co)tang|(v— «) 

-f (i'sino-{-<"sin/?-f /"'siny-f • • • -|-Z'*8inv-j-'*sinco)cosco tang^co. 
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Nan ist: 

(cos« + cos/S)tangi(a-/3) = 2cosi(a + /3)cosi(a-/?)-.i^ 

= 2cos|(a-f /5)sin|(a — /3) = sina — sin/?, 

und eben so: 

(C0S/3+ cos y) lang i^(/? — y) = sin/3— siny 

u. s. w., mithin läfst sich die Gieichnng (6.) auch wie folgt schreiben: 

rcos^a + /"cos'/3 + rcos>+ -. 4-/'^cos'v^f Pcos^w 

-f /'sin a (sin a — sin ß) 

+ (/'sina-f rsin/3) (sin/3 - siny) 

iV" = Ä. ^ ^ (rsina+rsin/3+/"'siny) (siny — sincJ) 

+ 

-}- (/'sina-f /"sin/?-f-/"'siny+ • •• + r^'sim/j) (sinv/ — sin oi) 

-j- (/'sin a-f-/"sin /3-f /'"sin y-| [- /'* sin v^-f '* sin oi) cos to tang ^co, 

oder, nach einigen ReducHonen und mit Beröclisicbtigung, dafs 

(1-f cosa>)lang^a> = sinco ist: 

/'.+r+r+ ...+/«+''' j 

' s\u Qi'\' (' s\n ß -{- (" sin}^ -\ f- /^ sin co) tang |a;( 

Ißt hier der Reibungscoöfficient für die schiefen Ebenen t, t, t", • . . 
gleich f, und der an der Sohle gleich f", so ergiebt sich, mit Hflife des Princips 
der virtuellen Geschwindigkeiten, ffir die horizontale Kraft, welche nöthig ist, 
um die ans jenen Drucken entstehenden Reibungswiderstände zu flberwinden: 

(8.) R = /^"^'-f/"^" 

und fQrr = r = r 

f/'(1 +cos«) + /"(l + cos /?) + /'"(! -i-co8y)+ ••• 

...-f /"(l 4-0081^)+ /""(l +00801) 

-f 2/'sinatang^(a— /9) 
(9.) jR = fk\ +2(/'sina-]-/"sin/3)tang^(/S — y) 

+ 2(/'sina + /"sin/9-i-/'"siny)tangi(y — <^) 

+ 

^+2(/'sina-f /"sin/3+r8iny-f •.. + '"'' sin V^)tangi(V — w); 

wobei jedodi stets vorauszusetzen, dafs sowohl die Differenzen a—ß, ß — y, 
y-^dß ... der Neigungswinkel, als auch der unterste Kantenwinkel (o nur 



(7.) ;*" = *•{_(,,, 
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»dir klein sind, und dafs also die aus den Geataltyertndernngen des nnyoU- 
kommen biegsamen Parallelepipedums liervorgeiienden WidersMnde yernacli- 
hissigt werden können. 

§.3. 
Die Gleichung (1. §.2.) kann anch noch wie folgt geordnet werden: 

P = *[f sinacosa+''^*""(^''*^4'^*°/^)*®"?4(®^/^)"f''^'"^(^~^®**'^)] 
+*[rsln/9cos/9+(rsina4-rstn/J)(sin/94-siny)tangi(/9— y)+rsin/9(l— cos»^^ 
-f A[r'sin;'COsy 

+ (r sina-f rsin/9+ rsinyXsiny + sin*)tangi(y-ir) + T siny(l-cosco)] 

+ 

In dieser Gestalt befindet sich rechts eine Reibe, fflr deren allgemeines 
Glied der Ausdruck 

p = A:[/sin9C0S9-)~'^('^^°9')'(^'°9'~f ^^(9'~'^9))^'^fi>i'^9 
-f /siny(l — cosco)J 

gelten kann. Setzt man jetst sowohl die schiefen Ebenen t, t\ (", ... als 
auch die Differenzen ihrer Neigungswinkel zum Horizont anendlieh klein, so 
verwandelt sich die gebrochene Linie (Fig. 4), welche ein durch die Richtung 
der Kraft P gefflhrter lothrechter Schnitt des Keils als obere Begrenrang 
bildete, in eine steHg-gekrümmte Curve AC (Fig. 6). 

Es seien die Coordinaten eines vertnderlicben Puncts M in derselben 
ON=^x, NM=y, der Bogen AM=s und die Ordinaten der Puncto A 
und C beziehlicb y' und y". Dann geht die Lfinge / der schiefen Ebene 
in das Bogen-Element de Ober; ferner wird: 

dy dx 

und die Tangente des halben Unterschiedes zweier aufeinanderfolgender Nei- 
gungswinkel verwandelt sich in den halben Contingeozwinkel; d. b. es wird, 
wenn man den KrQmmungshalbmesser der Curve im Puncto M gleich q setzt, 

tangi^y = iy- 

Fahrt man diese Werthe in das obige allgemeine Glied der Reihe ein, so 

Cr«U«*8 Jooraal i. d. M. Bd. LH. Heft 2. 21 
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erbtlt man das Differential der zur Fortbewegung des cylindriscben Keils 
nötbigen horizontalen Kraft P, und es ergiebt sieb bieraus fflr diese selbst: 

(1.) P = */^'(_g+^l=2::+l_cosa,)öy. 

y ^ 

dx 
Hierbei entspricht das Glied — -^ dem normalen Druck der auf dem Bogen- 

Element aufliegenden Belastung, das Glied 1 — coso; dem bis zur untersten 
Kante fortgepflanzten relativen Gewicht derselben Belastung, und das Gliied 

y yt 

'' — '— einem Widerstände, welcher von der Krömmung der Curve an der be- 
treffenden Stelle nur von den darflber liegenden Belastungen abhängig ist. 

Der froher gestellten Bedingung, dafs die Differenzen der Neignngs-^ 
Winkel zweier auf einander folgender schiefen Ebenen nur sehr klein sein 
sollen, wird bei einer stetig -gekrflmmten Curve offenbar vollständig genflgt. 
Indessen findet wahrscheinlich noch ein, der sogenannten Steifheit der Seite 
analoger Widersland Statte welcher eine besondere Untersuchnng verlangt 
Übrigens erreicht auch b^i den Acker-Instrumenten der untere Kantenwinkel cd 
jpAchi selten eine beträchtliche Gröfse. Da jedoch dieser untern Kante zu- 
gleich das Geschäft obliegt, den zu hebenden Erdstreifen von seiner Unterlage 
abzuschneiden, so wollen wir die aus beiden Ursachen entstehenden Wider- 
stände weiter unten zusatnmenfaasen. 

Um die Formel (1.) sogleich auf ein bestimmtes Beispiel anzuwenden, 
soll der Bogen AC einer Etlipse angehören, deren Hittelpunct O sei, deren 
grofse Axe 2a mit OH und deren kleine Axe 2b mit OY zusammenfallen 
möge. Unter diesen Voraussetzungen ergiebt sich aus der Hittelpunctsglei- 
chung der Ellipse 

wenn man der KQrze wegen i^ — ti^ = c^ setzt, 






mitbin : 



J ^7¥PY)^ (h*'\-cY)^^ V(b*+eY*)^^' 
Nan ist, abgesehen yoo den hiniasafflgenden Coostanteo: 



folglich 
and 



/f. Segititz, Beiträge zur Mechattiät de» Pfluge*. 168 

/• »yBy __ aV(h*^e*y*) _ ab*^ae*y* 

/ ' ab*ydy ab* 

f abydy _ ay'y 

^(6*+cV)* "~ V(b*+c'y')' 

fiv = *(;i^+r-;;j^^)+c.-... 



/-SP=*(/'-y;j^)+C<,n.,. 

oder, wenn man die Höhe AB (Fig. 6) wieder gleich H setzt, 

Dieses Gesetz beschrankt sich natürlich nicht auf die Ellipse, sondern 
mnfs sich, wenn man bei dem Übergange von der gebrochenen Linie zur 
Carve anders richtig verfahren ist, von jedem beliebigen cylindrischen Keile 
beweisen lassen, dessen Leitlinie nach oben concav ist. Da der Anfangspnnct 
der Coordinaten offenbar willkflrlich ist, so kann man, nnbeschadet der Allge- 
meinheit, ^^ = annehmen. Ferner wollen wir statt — ^ den Cosinus eines 
verinderlichen Winkels ip einfahren; dies giebt dann: 

bP = ^(cosy-f"^*""^^^^)^/- 
Nun ist: 

J cos (pdy = y cos (p-^/y sin q>dq>, 

J Q J^ da f' 

i. b. wegen g^ = siny und — = — d(p, 

f^ = —fyAxkipdip, 
demnach also 

fdP = Ä(ycosy-|-y — ycoscü)-f Consl. 

21» 
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Dieses Integral ist hier zwischen den Grensen y = )r'=:0 und y=y so 
nehmen, fflr welchen letzteren Werth der Winke! (p^=^w wird. Es ergiebt 
sich daher, wie znyor: 

(2.) P = ky' = kH. 

Zn diesem Resultat wfirde auch das Princip der yirtuellen Geschwin- 
digkeiten auf dem kürzesten Wege geführt haben; jedoch ohne anzugeben, 
welchen normalen Drnck jedes einzelne Fliehen -Element des Keils erleidet. 
Dieser Druck ist 

und auf die untere Kante: 

mithin ist die Summe der normalen Drucke auf die gekrümmte Oberfläche des Keils : 

(3.) N' = Äy*(-5a:+^l=:2:^Ö*+tangiaic> • 

Der Druck an der Sohle dagegen ist 

(4.) ^" = kjlds - taug i Ol öy) , 

mithin ist, wenn für beide Flftchen derselbe Reibungseoßfficient f Statt findet, 
der horizontale Reibungswiderstand: 

(5.) Äo = fk/[-dx + {H^)dsl 

Derselbe wSre hiemach unabhängig von dem Kanten winkel oi; was jedoch 
nur unter der weiter oben angedeuteten Beschrfinkung als nfiherungsweise 
richtig angesehen werden kann. 

§4. 

Der gebrochene Keil (Fig. 7) besteht aus zwei schiefen Ebenen, deren 
Längen /' und l" sein mögen; die obere (t) sei unter dem Winkel a, die 
zweite (f) unter dem Winkel ß gegen den Horizont geneigt; und zwar sei 
diesmal a<iß» Wenn man nun die auf die Längen-Einheit kommende Be- 
lastung wieder mit k bezeichnet und von der Reibung vorläufig noch absieht, 
so ergiebt sich, nach dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten, für die zur 
Fortbewegung eines solchen Keils erforderliche horizontale Kraft: 

(1.) p = AC/'sina + r sin/9). 

Ein zweiter Ausdruck fflr dieselbe Kraft labt sich aus folgenden Be- 
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trachtDDgen herleiten. Anf die beiden schiefen Ebenen finden die normalen Drucke 
kf €08 a und kf'eosß Statt, deren horizontale Componenten ktsinacosa nnd 
kt'sinßcQsß sind. Von dem relativen Gewicht ktslna der anf t ruhenden 
Last wird diesmal nur ein Theil auf T flbergeben; der Bruch, welcher diesen 
Theil ausdrQckt, wird eine Function derWinliel a und ß sein, die wir durch 
f(a,ß) bezeichnen wollen. Zu diesem Ifings der schiefen Ebene t fortge* 
pflaniten Druck kommt das relative Gewicht kl" sin ß der auf t ruhenden 
Last hinza; beide zusammen bringen auf die untere Kante den Druck 

*[r sina. f(a, ß)+e'smß}lBngiß 
hervor, dessen horizontale Componente 

kir sin a . f (a, ß) + T sin ß] (1 — cos/?) 
ist. Es findet sich also: 

(2.) ;i = *(r8in«cosa+rsin/9cos/3 + [rsina.f(a,/9)+r8in/9](l — cos/S)). 
Setzt man beide fOr p gefundene Werthe einander gleich, so ergiebt sich: 

(3.) f(„,/,) = __^. 

Wendet man die analogen Schlösse auf den vielfach gebrochenen Keil (Fig. 8) 
an, welcher ans den schiefen Ebenen t, f, f", . . . 1^^, 1% mit den Neigungs- 
winkeln a, ß, y, .. . tff, (o, zusammengesetzt sein mag, und zwar hinsichtlich 
letzterer mit der Beschrankung, dafs 

a</J<:y< ... <i^<i(o 

S(tf, so ergiebt sich fSr die zur Fortbewegung eines solchen Keils erforderliche 
hoHzontale Kraft P folgender Ausdruck: 

(4.) -p = f sinacosa-f- i"sin/?cos/3-f-r'slnycos y-j |-/'^sln v^cost^*f-/^sin(ocosai 

, - , 1 — cos« 1 — cos/J 1— cosy 1 — COSV;,. 

' 1— cos/? 1 — cosy 1— cos* l—cosw^ ^ 

I i#i-.«iO*— cos/J 1 — cosy 1 — cost//,4 . 

+ rsin/?i ^ • :; k -= ^(1— coscü) 

I tn9 • * — ^^y i — cos* 1— C0S1//,- . 

+ r'sinyi ^.^s 1 ^(1 — coscü) 

» '1 — coso t — co8# t — cosa>^ 

+ 

oder, nach gehöriger Redaetion: 

(5.) P = *(rßSna + r'8in/?+ •. -f rslna») = *Ä 
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Die Smnme der normalen Drucke anf die schiefen Ebenen f, f, f", ... ist 

/'cosa-f roos/S + r'cosy-f" ••• + '*^^^ 
, w . 1 — cos« 1 — cos/? 1 — costi; , , 
1 — cosp t — cosy 1 — cos« ®' 

^ \ * — ^^^7" 1— coso 1 — cosw ^* 

, ,f„ . 1 — cosy I — cos* 1 — cosv^ . , 

' / 1 — COSÖ 1 — cos« t — COSftI ^^ 

+ 

oder, mit BerOcksicbtigong dafs tang|ai = (l— cosai)cosecai ist, auch: 
(7.) N' = kf [cosa-f (1 — cosa)i^inacosecc()] 
-{-kf [cos/?-f (1 — co8/?)sin/?co8eccü] 
-f- Är'[cos y -f (1 — cosy) sin y cosec w] 

+ 

Gleichseitig entsteht an der Sohle des Keils der Druck 

(8.) N" = M [cos*a-f (1~^^^")^^**^^^*8^^] 
4- kr [cos*/9 + (1 — cos/5) sin /?cotg oi] 
+ kt\cos^Y -{-{! — co^y) sin y cotg w] 
+ 

§. 5. 
Nimmt man fflr den nach oben gekrümmten Keil ABC, um die Mittel- 
punctsgleicbung der Cnrve AHAC ohne Weiteres anwenden so können, den 
Ursprung der Coordinaten wie in (Fig. 9) an, so ergiebt sich aus dem yorigen 
Paragraph suvörderst fOr die sur Fortbewegung des Keils erforderliche 
horisontale Kraft: 

also auch fflr diesen Fall, dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten ent- 
sprechend, 

(1.) p ==*(/-/'} = *.Ä 

Femer fflr die Summe der normalen Drucke auf die gekrflmmte Oherflfiche 
des Keils: 

(2.) A^' = f^flp^ - cosecai(l - ^) dy] , 
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and für den Druck an der Sohle: 

(3.) N" = */[|£ö..-cotga>(l -^)ey]. 

§. 6. 
Bei dem gebrochenen Keil (Fig. 10) seien die Neignngs winket f, 

9- ß • • • • > • i 

und die der schiefen Ebenen l\ r, r\ . . • /*^ T, 

l>fi'>y> ••• >V^>co, 
so erleiden die schiefen Ebenen t, t\ ... V, T, t^, ... I", I* die nor- 
malen Drucke ktcosa, ktcosß, ...kt"^ cos x, ktcosX, kl^cQ8fi,...kl^^eosyß, 
kl^ cos (u, und die Summe ihrer horizontalen Componenten ist: 

(1.) R = k{t sinacosa-^^f Bin ß CCS 3 '\' *•*'{' f^smxcosx'\'tsinlcosl 

rf r'sin^cos^-f •••-f-'^''sin^cosv^4"'***°^^^^)' 

Die Drucke auf die Kanten a, ß^ .. . x sind Null; dagegen erleidet die Kante 
il den Druck 

- . 1— cosa 1 — cos/J 1 — cosx, 

i — cos/? 1 — 008/ 1 — COSA 

1 I */f • a^ — C08/J 1 — cosy 1 — cos>! 
j > ' 1 — cosy 1— cosJ i — cosA^ 
k.( , )2langi(i-^). 

, .IV . 1 — COSxl 
' 1— COSA 

+ r8in;L 
Diesem Drucke entspricht, wenn man der Kürze wegen 

- , 1 — cosa I -, . r,i — cos/9 , I UV . 1 — cosx w 

setzt, der horizontale Widerstand: 

A:(L4-rsinP0(8ini + sin^)tangKi — ^), 
oder: 

k(L'\'t sin A) (cos fi — cos i). 

Ebea so ist der Druck auf die Kante fi: 

Ä(L+rsini + rsin.a)2tangi(iei-v;, 
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und der daraus hervorgehende horizontale Widerstand: 
k(L']' l'' s\nX'{- 1^ Bin iiJi')(coBy -- cosfi) 

u. s. f. Die horizontalen Widerstände endlich, welche den Drucken auf die 

Kanten y^ und co entsprechen, sind hier beziehlich: 

k^L-^-T sinX'\' r' sin fi'\' •••-f/"sinv/)(cosco — cosv^), 
*(!# -i-rsinA + '''" sin At-f •••+/''' sin v/ + /''wnco)(l— cos cü^ 

Nun ist die Summe 

(L4-r8ini)(cos^— coai) 

-}- (L -f /^ sin A -f r* sin |i) (cos i' — cos /i) 

+ 

+ (I# + rsinA4-'''sin|i-| f-r''öinV')(cosco — cosV') 

+ (li+rsinA + rsinAt+-+/"sinV'+p8inco)(l — cosco) 
offenbar: 

(2.) y.' = (L+rsini)(l-cos;L)+rsin^(l--cos^) + r'8iny(l — cosv) 

+ 

-f f '* »in V (1 — cos v) +'* »in CO (1 — cos «>). 

Stellt man jetzt den Werth von L wieder iier and fOgt die oben gefandene 
Gröfse P' hinzo, so ergiebl sich für den gesammten horizontalen Widerstand 
(ohne die Reibung) P=P'-\-P", d. h. 

(3.) P = *(/'8ino4-rsin/J+.-.-|-/*sinco) = A.i5r. 

Die Summe der Drucke auf den obem Theil AE des Keils, oder auf die 
schiefen Ebenen V, l", . . . /'\ ist, wie gesagt, 

(4.) iV' = Ä {V cos a -f /" cos /?+..• + r cos«), 
und der daraus hervorgehende Druck an der Sohle: 

(5.) iV" = ilr(/'cos»a+ /"cos^/3-j- ••. +/'* cos'x). 
Dagegen ist die Summe der Drucke auf den untern Theil AC des Keils, oder 
auf die schiefen Ebenen C» f\ T", ... /'% l* (und deren Kanten): 

Tcosi-j- r'cos/*-f /"'cosy-f ••• -j-/'*cosvH-/*co8a» 

-f(L-|-rsini)2fangi(;i — /*) 
+ (L + Tsinil + rsin.i*)2 tangiert— y) 



(6.) Af, = Ä.(, _^ 



]-\-{L-{-('smX-{-ram/ji-\ h'"sinv)2tangi(v-cö) 

[4-(L+r8inA-f rsin^-|- ... -f /«sinv 4- /*sina»)tangi(». 
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WO, wie oben: 

1 — cosÄ ' ' i — cos* ' » 1— cosA 

ist. Der Druck an der Sohle endlich, welcher der Samme N^ entspricht, ist: 

— (L-t rsinÄ-t-r'sin.a+...+rsinoi)tang4tti 
-f Lsinl, 
wo 

LsiniL=^[/'sin«(l— cos«;4-rsin/:J(1— cos^jJ 1 /"sin;?(l — cos;f)cotgi;i 

ist. 

§. 7. 

Wir wollen jetzt zur Betrachtung des cylindrischen Keils (Fig. 11) 
Qbergehcn. Derselbe sei nach einer Curve AEC gekrümmt, welche von A 
bis E nach oben convex und von E bis C concav ist. (Es können AE 
and EC auch verschiedenen Curven angehören^ wenn nur ihre, dem Puncto 
E angehörigen KrOmmungshalbuicsser in ihren gegenseitigen Verlfingeningen 
liegen.) 

Ferner seien ^^y^, ^aXu^ ^myai beziehllch die Coordinaten der 
Pancte A, E nnd C , und l, (o die Neigungswinkel der Curve gegen den 
Horizont in den Poncten E und C. Unter diesen Voraussetzungen ist zu- 
vörderst für den ganzen Verlauf der Curve, der auf ein Element ds derselben 

kommende normale Druck gleich k^-^d» und der daraus hervorgehende hori- 

zontale Widerstand k^-^dy. Der mit der Curve parallele Druck im Puncto E, 

der durch kY bezeichnet werden mag, ist: 

kY=k.l , %dy. 

kJ 1 — cosit "^ 

Zu diesem Druck, welcher sich unverfindert von E bis C fortpflanzt, 
kommt in einem beliebigen Puncto zwischen E und C, dessen Ordinate y 
sei, der ebenfalls mit der Curve parallele Druck k{y — y^^); beide zusammen 

bringen den normalen Druck k^YA^y^y^^ — ^ und dieser den horizontalen 
Widerstand k{Y\y—y^^-^ hervor. Endlich erleidet die Kante C den nor- 
malen Druck k(Y•\'y^^^ — y^^\^Xi%\iD, welchem der horizontale Widerstand 
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A(F-f-r^<^ — ///)(! -~ cos Ol) enlspricbt. Hieraus ergebt sich für die gesammte, 
aar Fortbewegung des Keils erforderliche boriaootale Kraft, ohne Rflcksicbt 
auf die Reibung: 

(1.) P = k {/'""|£ör+/"'i±^=^'.ör+(r+r« -r«)(i -coscu)) , 



WO 



^y/# j Ö£ 



y* 
Dieser Ausdruck läfst sich in zwei Theile zerfallen, nfimlich in: 

(30 P' = Ä|/"'|7Ör +/'"'F.f:+ (1 -coscu) Y\ 



und 



y/ y»' 



(4.) P = kf'X^ + 2:^ + 1 - co8a,)ör, 
y/# 
von welchen letzterer den Widerstand bezeichnet, der allein Statt finden 
würde, wenn der Keil nur zwischen E und C belastet wfire, P' aber den 
Widerstand, welcher hinzukommt, indem sich die gleichmfifsige Belastung noch 
Aber E hinaus bis A erstreckt. Es seien z. B. AE und EC Kreisbogen und 
die Gleichungen der zugehörigen Kreise, welche sich im Puncto E von aufsen 
berflhren, 

oder, indem man den Ursprung der Coordinaten so annimmt, dafs sowohl a^ 
als b^^ gleich Null werden: 

Aus der ersten Gleichung folgt fflr den Bogen AE: 

ds ~ ~i^' 
also: 



J 3$ ^ r, 



Ferner ist cos^ = — , co8Ctf = ^', 
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/*""r^4.(i-co8a») Yc=yi!i:ziä yxrsLzzi» r=iicir« r, 

•/ p r« f« r« 



oder, wenn man statt Y seinen Werth setst: 



folglich 

Fflr den Bogen JSC ist 1^=:^, 

n' "y—ya a.> _ . y«< -yf. yu(ym—y^ 



mithin : 



and 



^ — f^y^ui ru-r ^^ ; 



Der allgemeine Beweis, dafs fOr jede beliebige (nacb oben concave) 
Corve P^'s^kiy^^^ — yJ sei, ist bereits in (§.3.) enthalten. Es bleibt da- 
her nnr noch die allgemeine Galligkeit der Gleichung P's=k(y^^ — y^) nach- 
zuweisen. Zu dem Ende wollen wir wieder den verfinderlichen Neigungs- 
winkel der Curve swischen E und C durch tp bezeichnen. Da nun Y eine 
conslante Gröfse ist, so ist: 

Jy-yby^ = -F/^inyöy = F(cosai-cosi); 
das Glied F(l — cosai) hinzugethan, giebt 

r(i-cosÄ)=/'Xi-|7>r/ 

folglich: 

'• - *{/'ts^+/"'0-|7)^r! = *(r„-r.), 

22» 
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also ist auch bei dem zuletzt betrachtelen Keile allgemein: 

C5.) i> = k(y^,-y,) = k.H. 
Die Summe der normalen Urucke auf dem nach oben convexen Theil des Keils ist: 

(6.) N' = kfdx = k(,x^-x;), 
und der daraus hervorgehende Druck an der Sohle: 

WO das Integral zwischen den durch die Puncte A und E bestimmten Gren- 
zen zu nehmen ist. Die Summe der normalen Drucke auf den untern, con- 
caven Thcil des Keils dagegen isl: 

C8.) ^, = k [fda: J^fllZ^ 8s + ( Y+y,„ - y„) lang i «,j , 

und der entsprechende Druck an der Sohle: 

(9.) 2V, = k{/dH-(Yi-y^,-yJtangi<o-\- FsinÄ}; 

wobei die Grenzen durch die Coordinaten /(J und C bestimmt sind. Statt 
des letzten Ausdrucks lafst sich auch folgender, nur der Form nach davon 
verschiedene setzen, ndmiicb: 

(10.) iV, = k\/^dx-{-/I±>^dx+ir+y„-yJco8<o\nngi^a,\. 

Hat dabei für die gekrümmte Oberfläche des Keils und fflr seine ebene Sohle der- 
selbe Reibungscoefficient f Statt, so ergiebt sich fQr die zur Überwindung der 
Reibung erforderliche horizontale Kräfte welche zu P noch hinzukommen mufs: 

(11.) H==fk\/'"''-io.^es)-f'''%e.i.J^^^^^^^ 

x,y, x,y, x„y„ ^ 

oder auch: 

(t2.) H = A{/'"(l + ^)«'+/'"'"'(^+y-r«)^' 

X, x„y„ ^ 



Ich glaube wiederholt erinnern zu mässen, dafs vorstehende Unter- 
sucbangen nur einen Theil der in der Wirklichkeit Statt findenden Wider- 
stände berflcksicbligen ^ und auch da nur eine erste Annäherung gewähren. 
Es ist noch keine Rflcksicbt anf die Kraft genommen, welche durch die mit 
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der Hebung verbandene Gestaltveränderung des Erdprisma's absorbirt wird. 
Hier scbeint der Weg des Experiments eingeschlagen werden zu müssen, um 
SU entscheiden, oh dieser Umstand von erheblichem Einflufs auf die Gröfse des 
Gesammtwiderslandes ist, und um in solchem Falle den Betrag davon festzustellen. 
Indessen ist a priori anzunehmen, dafs bei einem, nach einer stetigen Curvc 
gekrOmmlen Keile die fragliche Kraft abhängig sein werde von dem Maafse 
des Erdprisma*s und den Veränderungen des Krümmungshalbmessers. Ferner 
kommt zu den gefundenen Widerständen noch der an der schneidenden 
Kante, mit welchem wir uns im nächsten Artikel beschäftigen wollen. Aber 
auch den Kraft-Aufwand, welcher lediglich aus dem Gewicht der zu hebenden 
Last hervorgeht, stellen die obigen Formeln noch nicht vollkommen dar. 
Stellt man sich nämlich das auf der horizontalen Ebene vor dem Keil lie- 
gende, durch letzteren zu hebende senkrechte Parallelepipedum durch Ebenen 
senkrecht auf die Richtung, in welcher sich der Keil bewegt, in einzelne 
Elemente zerlegt vor, so werden diese Elemente bei der Bewegung über jede 
aasspringende Kante des gebrochenen Keils eine Erhöhung^ und bei der Be- 
wegang über jede einspringende Kante eine Erniedrigung ihres Scbwerpuncls 
erfahren, welche noch nicht in Rechnung gebracht wurde. Eben so werden 
sich bei einem stetig gekrümmten cylindrischen Keile die Schwerpuncte seiner 
Elemente nicht in der Curve selbst, nach welcher der Keil gekrümmt ist, 
sondern in einer andern, zu ersterer parallelen Curve bewegen. Für die An- 
wendung des Vorstehenden auf die Theorie des Pfluges scheint es, so weit 
ich den Gegenstand bis jetzt übersehe, nicht nöthig, diese Ursache einer Ab- 
weichung von den gefundenen Formeln weiter zu verfolgen. Doch mufs man 
aus Vorsicht nicht vergessen, dafs die obigen Formeln, wie gesagt, nur An^ 
ndherungen sind; man mufs in jedem einzelnen Falle der Anwendung noch 
fragen, ob jene Abweichungen nicht eine merkliche, nicht mehr zu vernach- 
lässigende Gröfse erreichen. Durch Unterlassung dieser Vorsicht gelangt 
(was ich bei dieser Gelegenheit beiläufig zu bemerken nicht unterlassen darf) 
z. B. Euler in seiner „Theorie complete de la construction et de la manoeuvre 
des vaisseaux (Paris 1776, pagellö)" zu einem Resultat, welches ihm selbst 
xlemlich paradox scheint. Es ergiebt sich nämlich aus seinen Formeln als 
noth wendige Folge, dafs ein Solu ff nicht, wie man glauben sollte, bei 
direetetn, d. /i. mit dem Kiel parallelen Lauf, sondern bei einer gewissen 
Abtrifft (p den geringsten Widerstand finde. Ist P der Widersland bei 
dem directen Lauf, und Q der bei einer darauf senkrechten (horizontalen) 
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Bewegang, so wird nach Euler die vortbeilhafteste AbtrilR durch 

tangy = -g 

ausgedrflckt. Dieses Resultat ist nicht nur paradox, sondern sogar unrichtig, 
wenn man es auf die in der Wirklichkeit flbliche Gestalt der Schiffe anwendet. 
Verfolgt man den Gang der £7ti/^r'schen Untersuchung rflckwfirts, so findet 
sich bald das zum Grnnde liegende Mifsverstflndnifs. Euler gehl nämlich Anfangs 
von der Voraussetzung aus, dafs ein horizontaler Schnitt des Schiffs ein Rechteck 
bilde, dessen längere Seiten mit dem Kiel parallel sind. Im weiteren Verlaaf 
glaabt er den Fehler dadurch wieder auszugleichen, dafs er die unter seiner Vor- 
aussetzang gefundenen Widerstände bei der Bewegung in den oben erwähnten 
Richtangen mit constanten Factoren muitiplicirt, welche kleiner als 1 sind, und 
so zu den Werthen P und Q gelangt. Offenbar aber können die auf diese 
Weise corrigirten Formeln fär andere Richtungen noch keinesweges den Wider- 
stand eines Körpers von der gewöhnlichen Gestalt des Schiffes darstellen, 
sondern immer nur noch den eines schwimmenden senkrechten Paratletepi-- 
pedume, nur von geringerer Gröfse als der des ursprünglich vorausgesetzten. 
Lfifst man z. B. den horizontalen Schnitt in ein Quadrat übergeben, so wird 
P=zQ und 9> = 45^; was unter den angenommenen, mit der Wirklichkeit 
freilich wenig übereinstimmenden Voraussetzungen, keineswegs paradox, sondern 
selbst ohne Rechnung sehr natflrhch scheint. Ein solches Parallelepipedam 
mnfs in der Richtung der Diagonale offenbar einen kleineren Widerstand finden, 
als bei einer zn seinen horizontalen Kanten parallelen Bewegung im Wasser. 
Aach in jedem andern Falle stimmt, wie leicht zu sehen, die angeblich vor- 
tbeilhafteste Richtung mit der Diagonale des Rechtecks flberein, auf welches 
der horizontale Schnitt des Schiffs durch Multiplicalion seiner beiden Dimen- 
sionen mit seinen Factoren reducirl wird. Dieser Theil der Untersuchungen 
in dem angeführten Werke Eulere mufs demnach als verfehlt angesehen 
werden. 

Ich bitte um Entschuldigung wegen vorstehender Abschweifung. Sie 
dürfte dem vorliegenden Gegenstande vielleicht nicht ganz so fremd sein, als 
es beim ersten Anblick scheint. Das Schiff, welches die Wasserfläche durch- 
furcht, und der Pflug, welcher seine Furchen in der Erde zieht, sind ja schon 
oft miteinander verglichen worden. 

Eldena, im August 1851. 
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12. 

Berechnung der krummen Oberfl&che und des kör- 
perlichen Inhalts eines Kugel- Ausschnitts zwischen 
zwei beliebigen, die Kugel und einander 
schneidenden Ebenen. 

(Vom HerausgeberO 



Uer Herausgeber dieses Journals ist auf die m der Überschrift be- 
zeichnete Berechnung vor mehreren Jahren durch einen wirklichen Fall in der 
ansfibenden Technik geführt worden. Da der Gegenstand auch mathematisch 
interessant ist, schon deshalb, weil er ein Beispiel giebt, dafs von einer un- 
gemein einfachen Aufgabe die Auflösung und die End-Ergebnisse recht ver- 
wickelt sein können, theilt er die Berechnung hier mit. 

I. Die Fl&che des Ausschnitts. 
1. 

Auf dem Durchschnitt H (Tat III.) der beiden, nicht durch den 
Hittelpunct der Kugel gehenden Ebenen DH und FH, also auch auf den Ebe- 
nen selbst, sei die Ebene des Papiers senkr^ht. Dann ist von der Kugelfläche 
der Theil DF, unter und Ober dem Papiere, der zwischen den Ebenen 
DU und FH liegt, die gesuchte Fläche, welche durch F bezeichnet wer- 
den mag. 

a. 

Mit DH sei, durch den Millelpunct C der Kugel gehend, EC parallel, 
und AC auf EC senkrecht. MP und FG seien ebenfalls mit DHB und 
EC parallel; dann sei 
.^ iAB = a, BU = KC = c, AC^r, HK=BC=h, KE^e, 
^ '^ \aP = or, PM= r> VX = z, der Bogen AM = s. 

3. 

Der von der Ebene HF begrenzte, in der Ebene MZP liegende, 
dkirch üf gehende Bogen des nicbt-gröfsten Kreises MP, multiplfcirt mit ds, 
giebt das Differential 6F der gesachten FIfiche F. 
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PZ z 

Der genannte Bogen hat PM = y zam Halbmesser und -p^ = — 

zum Cosinus. Also ist 

(2.) BF = 2y arc cos — • ds. 

a. 

Es sei 

(3.) — = <^ und arc cos r = II', 

so dafs 

(4.) 8F = 2ywd^ 

ist. Da ^ = — , so ist yrs^rdx, also in (4.): 
ox y 

(5.) dF = 2rw8x. 

S. 

Man setze 

(6.) F = _ 2r (2r — x)w + 2rJ!:-f Const. , 
so giebt dies: 

dF=2rwdx—2r(2r—s)dw-\-2rdX=dF—2ri2r—x)dw-\^2rdXib.% 

also ist 

(7.) dX= (2r—x)dw, 

-der, da 

(8.) y* = 2ra?-a?» ist, 

X 



(9.) ÖX = ^*öt>. 



6. 

Nun ist ÖM?, das heifst — ii> = — tv^ — v, und — tr — r = 1. Dies 

jr V jc VW 



V w 

d 



giebt |-«, = 4. = _^-J-(3.) = -^(5~pj, folglich lu,= — ^^^, 

to 
mitbin in (9.): 

d(—) 

(10.) a^=-2:!.-^^^=-2i\-~^(3.)«=-2:!. r^^-^^r 
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oder, da ydy = (r — x)dx ist (8.): 

(11.) 8X = ^(r-^)&;-(2rx-a:^)dz ^ 

7. 
Es ist -gj- =: gj., das heifst -—^^ =■ ^ • Dies giebt 

(12.) Z = ^(«— a)+c und 

(13.) dz = ^'dx. 
Dies in (11.) gesetzt, giebt 

oder, da r — a = A ist: 

(14.) öJJ:= _^.-____(e-fc)^^p-p^. 

8. 

Es ist 

y'-is' = 2r:r-x'-(li£=^y (anndl2.), 

y^ *^ ~ A» L A»+e* 

+ ^^- ^'''v+V*' -^'] Oder, da« = r-Ai8t, 
MS-» v»-a' - A'+c'r (Ac-Pg)' ■ 3 (AHe*)r~eA(e+c) ^l 

oder, wenn man der KOrze wegen 

— /»* -|- 2ya: -- ar' = Z setzt : 
(17.) /-«» = *^.Z. 

Dies giebt in (14.): 

/•4ö^ ay y(Ac— eg) fljr (c+c)A 3,r 

(18.) 5X = ^^^.^^.^ .________^.__. 

Cralto't Joaraal f. d. M. Bd. LH. Heft 2. 23 
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9. 

Es ist, wenn man 

(19.) ^ = « 
setzt, wo m und n unbestimmte Constanten sind und Z den Werth (16.) hat: 



(20.) aorctangti= 2^g^-('»+»^)az^ 



Der Zahler dieses Brachg ist 2n ( — /»' + 2ya7 — x") — (»i + im?)' • 2(y — x) (16.) 
= 2(— n/»'-f (»»-{- »»y)^ — "»y)' D«f Nenner ist 

2Z» (— /»' + 2ya? — X» -f «I» + 2f»»x + n' j;*)^ 
also ist in (20.): 

(21.) ÖTCtang« = ^. , '"/yo7?^'^!'"t;t^., , ' 
^ ^ Z* m*—p*-\-%(q-\-mn)x-\-(n*—i)x* 

lO. 

Soll hier der Factor von — p gMch 1 ^Wn.« damit das Integ^l von 

dx 
-—f in (18.) gleich arctangtf sei, so mufs 

(22.) — !!/>' — riiy + (m-{-iiy)a7 = m'—p''+2x(q^mn)^{w'^i)x' 

sein. Diäses giebt sunfichst n^— 1 = 0, also 

(23.) II = 1 ; 

dann 2q-]'2mn^=im'\'nq, also 2q'\-2mt=m'\-q, mithin 

(24.) m = -q, 

und xoletst ^np^ — mq=:^m^^p\ also, identisch, — p*-j-y^ = y*— jp*^ so 
dafo die Voraussetzung (19.) in ($.9.) gestattet ist. In (19.) ist jetzt ver- 
möge (2a und 24.): 

also ist niuimehr in (21.): 

(26.) / -^ = arctangtf = arc tang '^T^ * 
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11. 

Soll dagegen der Factor von —j-^ statt gleich 1, gleich— sein, damit 

das andere Integral von — j in (18.) = — arctangti sei, wo x eine dritte 
nnbestimmte Constante ist, so murs in (21.) 

(27.) a?(— np^ — mq -j- (»»-|- wy)a?) = x(m^—p^ -j" ^(9 + »»»)^+ («* — 1 )a?) 
sein« Daraus folgt m^ — ;^^ = 0, also snnfichst 

(28.) m :=^ p. 

Femer — np^ — mq =^ 2x(q'\'mn) oder — np^ — pq = 2x{q'\' pn) oder 
q(2x-\-p) = — np(p'\-2x)^ also 

(29.) 11= -^, 

« 
nnd endlich (n^—i)x = m-|-n^^ also (-nj — ija^ = P — — oder x(q^—p^) 

=p(p^ — 9^)^ mithin 

(30.) X = — ;i. 

Man könnte auch aus (27.) andere Wertbe von m, p nnd x ent- 
nehmen. Zum Beispiel zunächst ans m^ — p^ = 0: 

(31.) m = +/>. 

Dann gäbe —np^ — mq == 2x(y-f"^^^)» —^P^ + PV = 2x(y + ii/>), also 
— /'(w/>±y) = ±2x(ii/i + y), mithin 

(32.) X = Ti/^. 
Endlich aus (n^— l);f = r/i-j-ny wäre +^/?(n^— l)=±/?-f ny oder +(ii'— 1) 
= +2 + ?^ oder n^-1 = -2 + ^ oder n^ ±2n--2.+ l = 0, also 

C33.) „.*= +2=i^^:L. 

Anch diese Wertbe könnten gesetzt werden; indessen sind die obigen (28. 
29. und 30.) die einfacheren. 

Es ist also nunmehr 

23» 
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q 



and da u = ^^^-^^ (1 9,) = J (28. und 29.) und x=—p ist (30.): 



^^^•^ /^ = ~7"^'^"«^ 



' — qx 



12. 

— -| (35.) und /— j- (26.) in (18.), 
so ergiebt sich 

i-ofi ^ ir V(hc — ea) i . p* — r/jT A(«? + c) . x — q , ^ . 

(36.) X= _X^___2._arclangil-^-^^(^ 



oder, da p = ^ß*^",^ ist (16.): 

(37.) Z = - rarct«nge^-pJi|±iJ^arctangf^+Consl. 
ond dies in (6.) gesetzt giebl, da tr = arccos— ist (3.): 
(38.) F = — 3r [(2r - x) arccos- + r arctang £!r:f£ 

+ p||l|^arctangf^]+Const. 

18. 

Für x = a=r — A ist F=0, y=r» — ä*, af = c, also ist in (17.) 

r» — Ä»-c* = ^^*.Z, und folglich 

(89.) z. = *Y(r!^^). 

Ferner ist ans (16.), fflr x = a = r — Af 

p'-gx = -5^|;(Ac-M)'-«((AH«')»- + «*(«+<?))] oder 
(40.) (A«4.«»)(;,»_ya?) = Ä(«»A-(r— A)(«c+Ar)). 
Dieses giebt, Termftge (39. ond 16.), fflr x=ia ond F=0: 

^^ =° ÄrprC^^-C-AJC^H^O). J^^;j^^ . ^^^;::_;,_^^.^ oder 

riil y*"?-** c*h—(r—k)(ecArhr) 

^ ^ T^* (Ac-e(r-A))/(r*-A«-c«) ' 
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Sodann ist fflr x:==^a nnd jP=0 ans (16. und 39.): 

r — ( 



- V*^ '^ (A'+e*) / h Kr*— A»-c» **°®'^ 



(42.) 



X — q PC — A* 

"zT" ~ y(A'+c'')>^(r'— A»— c')' 



Also ist in (38.): 

(43.) Const. = -f 2r [(r -f h) arc cos ^^(ytL a«) 

-f- r arc lang;^^^_,^j^_^j-^ >/(r»-A»- O + »V**+e') ^^^ '""^ >^(A'+e«y('--A«-c»)J 

14. 

Für x=AG erhall man das ff attze F= DF. Für dieses « ist «=y, 

also arccos— = arccosl =0, und Z ist vermöge (17.) gleich Nall, also 

sind die Tangenten in (38.) = oc und folglich die zugehörigen Bogen = j^n. 
Hithin giebt (38.) mit (43.) für den ganzen, durch die beiden Ebenen DU 
and FH von der Kugelfläche abgeschnittenen Theil DF: 

Ä(e+c) /, , , h*—ec W 

- y(Ä^U^ + "" '"»g 7;A -+cV(r'-A'-cV J • 

Dies ist der gesuchte Ausdruck von t\ 

15. 

A. Fflr den besondern Fall c = 0, oder wenn die Ebene DU von 
der Kugel einen vollen, nicht gröfsten Ualbkreis abschneidet, also fflr den 
Ausschnitt BDFi=t\^ ist s = 0, mitbin arccos — =i:7z^ folglich aus (44.) : 

(45.) F, = r[Än + 2rarctang^^^;^^ 

- 7(;t^(^+2arctang y(^«^,.f^(,t_^.^ )] • 

0. FOr den Fall wenn, aufser c = 0, h==r ist, also fOr den .M- 
Mcknitt ADF, = F2^ sind in (45.) die Tangenten =00, also die zugehö- 
rigen Bogen =^71. Mithin giebt dann (45.): 

F, = r[rn + 2r.^n-y^^^(ni-2.in)] oder 
(46.) F.==.2r'n[i-.^^]. 



182 '2* Kugel'-AussehmU zwischen zwei beliebigen Ebenen. 

C. Fflr c =- 0^ A = r und « := endlioh, oder ffir die halbe Kugel-- 
fläche F3, giebl (46.) 

(47.) F, c= 2r^Ji; 
wie gehörig. 

16. 

Anmerkung. , 

Der Umstand, dafs sich in (§.11.) fflr das Integral von 

aufser dem Werthe 

(48.) J~^ = ^^^ *® "S ^ "^"^ (35.) = arc tang u^ -}- Conat. , 

vermöge der andern Werthe von m, n und tc (31.32. nnd 33.) gemäfs (19.) 
noch ein zweiter Werlh 



rAa^ /*Öx _2 . -''1" p 



= _|.arctang£lz£fc^l2!=:£2) = - Aare tang«, + Con8t. 

findet, giebt Anlafs zu einer Bemerkung, welche vielleicht nicht gans fiber- 
flOssig ist. 

A. Die AusdrQcke (48. und 49.) sind völlig richtig. Wenn man sie 

differentiirt, nemlich . . ', und , i * berechnet, so findet sich, dafs 

ist; wie es sein soll. Daraus aber, dafs 6\e Differentiale von arctangtix 

2 ^ 

und arctangf/o gleich sind, folgt natörlich nicht, dafs auch die Integrale 

i 2 
gleich seien, nämlich dafs arc tang tijL= arc tang t^s sei; denn dies 

wflrde 

(51.) arc tang tii = 2 arc tang t/2== arc tang T--^ 

geben; was nicht zutrifft. 

B. Der Grund davon liegt in den Constanten. Bezeichnet man 
nemlich dieselben durch Ci und C,, so kann keineswegs die Gleichheit (51.), 
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1 2 

randern nur die Gleichheit C^ arctangiii = C2— ^ — arclangir2 oder 

(52.) piCi—Ci) = arc lang iiji — 2arc lang iij 
Statt finden; und diese Gleichung mti/ir nolhwendig erffiUt werden. 

C Da die Conslanle eines Integrals fflr alle Werthe der Verfinder- 
lichen dieselbe ist, so kann man sie fflr einen beliebigen Werlh von x suchen. 
Am leichtesten ergiebt sie sich hier fflr diejenigen Werlhe von x, für welche 
Z gleich Null ist. Fflr diesen Werth von x geben (48. und 49.), wenn man 

— Y fflr jenen Werth von x durch A bezeichnet: 

(53.) J = — — -i^i+C,, also Ci = — .^71 + ^ und 

(54.) ii=- — -l^i+a, also a = — i^i + J. 

Dies in (52.) gesetzt, giebt />(— • i^^i *7i^=:arctangtfi— 2arctangii2, 

ako arc lang «i = — (in — 2 aro taog «2) = — 3arc ootang Mj oder 

(55.) arctangWi= — arctang ~"* = 4-««'otangi(«2 — -)• 

D. Um so sehen, dafs dies wirklidi sotrifft, sei der Kfirze wegen, 
(56.) y'-;»« = r\ 
Dann ist zufolge (49.): 

(57.) «, ^ P'+(r-q)s . 

Dies giebt, in (55.) nnd Z= —p''-\-2gx—x* (16.) g«setst: 






'^ p(p*+rji:—qx)^ 

1 _ p*+2p*t'x-4p*qx-'2rqx*+(r*-{-q*'\-p*)s* 

odet, wegen r»-f y'+/=2^ (56.): 

^ ^ 'V"* V p(p*-\-rx-qx)Z^ pZ* ^ -^ 
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Es ist also wirklich arctaDg^(u2 ) = arctangt/i; wie es nach (55.) 

sein soll. 

Es folgt demnach, dafs es wirklich zwei verschiedene Ausdrücke des 
veränderlichen Theils des Integrals giebt, die also fOr jedeti Werth von x 
nur um eine Comtante verschieden sind. 

IL Der körperliche Inhalt des Ausschnitts. 
n. 

Das Differential desselben ist das Product von dx in die Fläche des 
Kreis -- Abschniits ZfJU. Diese Fläche findet sich, wenn man das Dreieck 
ZP von dem Kreis -Auifschni/t MZP abzieht. Letzterer hat 2yw (3.) 
zum Bogen und y zum Halbmesser. Seine Flache ist also 2yw.^y = y^w. 
Das Dreieck ZP hat 2}/(/ — ä^) zur Grundlinie und ZP=zz zur Höhe; 
seine Fläche ist also zy^iy^ — z^). Demnach ist von dem gesuchten körperlichen 
Inhalt des Kugel ^Ausschnitts DHF, welcher durch K bezeichnet werden 
mag, das Differential 

(59.) dK = y^w 8x — z ^{f — z") dx = (Jlrx — x") wdx — z^{f — «^) dx. 

18. 

Man setze 

(60.) K = {rx'' — \x^)w—zxi{y'-z^)'\'X^CoxiS\., 
so ist 

(61.) dK={2rx — x'')wdx^{rx' — ^x')dw — zi{y^ — z^)dx 
-xi,f-z^)Bz--^^^0E^ 
und vermöge des Werths (59.) von dK: 

(62.) dX^{\x^-ra^)Bw^xyf{f-z^)dz-\- '^^^^^r^^^^ 
oder, da 00, = -—^^^- (§. 6.) = - ^y^^^^ff «nd / = 2ra:~a:» 

ist (8.): 

dX^irx'^-:^^) ,^ y^^'^-^fy ,. + '•^•^^^j:y ~^'*^^' oder 
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oder auch, da yöy=(r — a?)öa? (8.)» ako g^^l ^ 'X^y = ~2r — x" ' ^^ 
= (r-2x)(2r-x).frV .^^^ 
2r— JT 

19. 

Aos (12. und 13.) ist z = '»(•^--«)+^<^ nnd Ö« = -2|£.. Dies giebt 

2r— jr 2r — jr » 2r — x 

=.-zdx+2r>^^^!:^=^t3rf^^fl±±,dx oder 
' A (2r — x) 

also in (63.) 

. 2r» 2re— a«+Ac «^ „.^. 
+ ir- (2r-x)/(yW )'^^-°^"^ 

(65.) 3A'aX 

= 7p^^[(9rar-4a:'-6«»)«x+(«(a?-«)-l-Äc)(ra?-2ar»-r»)-2r'«] 

ao. 

Der Factor von -r-i r in (65.), welcher durch ilf heseiehnet wer- 

den mag, ist 

M = A'[(9rar— 4x')«x + («(a?— «)-f Äc)(rar— 2a?'— r»)— 2r>«] 

— 6«x («(x— a) -j- Ac)' 
= Ä»(««r"— Äcr'— 2r»«) 

+ a?(--*r»Ä»-«örA*-|- A'cr— 6«»«» — 6«AV4- 12«*«Ac) 

+ «'(10«-A»4 2«aÄ*-2ÄV-i- 12«*a— 12«'Äc)-]-«'(-6«Ä'-6«»), 

oder, da a = AB = r — h ist: 

(66.) ilf=—AV («•-!-/«(« + <?)) 

+ a?(ÄV(«-f c) - Ä*«(2r»-f6«Hö'^+^2«cH-12Ä«*r(«+c) - 6«»rO 

+ar=(-2A'(«-j-c)+ 12A»«r-12«'Ä(«-f c) + n«'r) - 6a?'c(A»4-0, 

Grelle*» Journal f. d. M. Bd. LH. Heft 2. 24 
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oder, wenn man der KOrze wegen 

(67.) «-|-c = « und Ä'-f«* = x» seUt, 
M = — ÄV(Ä«+r«) 

-|- ar ((Ae — re) (k*r — 6«(A« — r«)) — AV«) 
-1- 2ar' (— 6 (A» + «») (Ä« -- r«) + 5A»«) 
— 6«»»a?», 

nnd wenn man nach 

(68.) ke-re =i r" setzt: 

(69.) Jtf «= - A»r»(A« -f r«) + * (t* (AV — 6«») - AV«) 
-|-3ar«(-6x»r'-f-5A»«) 
— 6«e»ar». 
Femer ist in (65.): 

(70.) 3re — a«-f A« = 3r*— r«-f A«-f A« == A«-|-r«. 

Setit man also, wiederum der Kflrze wegen, 

II. -AV(A«+r«) = A, 
3. r'(A'r-6«»)-AV* = ß, 
3. -13xV+10Ä»e = C, 
4. —6«*» = I>, 
so dafs in (68.) 

(73.) M = A-\-Bx-\-Cx'-^Da!' 
ist, und dann noch 

(73.) 3r»A»(A« + r«) = B, 
90 giebt (65.): 



* ^* 



ist: 



oder auch, weU nach (17. und 66.) i^Cr*— «*) = -jZ* i 

(75.) SA'xöZ = ^i±^£:^:±^.öx+~«^. 

Z* ' (2r— jr)Z* 

91. 

Man setze 

(76.) ^ = dY und /^+^"^'^'^'+^"^^ aar=(;lar'+^ + y)Z*+a^, 
wo l, fA, V und a anbestimmte ConsUinten sind, so giebt dies: 
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oder, wegen ör=-^ (76.): 

(77.) ( J+ßx + OF*+Djr») dx = {2lx + ft)Zdx-\- ^{X3p'-\-/ix-\-y)dZ-]- adx. 

Zufolge (16.) ist Z = — /»»-f 2y«— a?», also öZ = 2{q—x)dx. Daher 
giebl (77.) 

J + ßa? -f Ca?' -j-I>aj' = (2;ix -|- ^) (—/»'-{- 2y« —ar») + (*«»+ /tta? + v) y—a: + a 
oder (78.) A-\-Bx-\-Cx^-{- Dar" 

= —p^fi 4- yy-f o-|- (_2;,U4- a^itt— v)ar + (5yi— 2ii*)ar*— Sia?*; 
nnd daraas folgt 

!—3lz=D, oder l=—iD, 
bql -2f^ = C, fi = \{bqi. - C), 

— 2p'l-\-3q^i — v=B, v = -'2p!'X-\-Zqf* — B, 

—p^lii-\qv-\-a = A, a=-\-p^iii — qv-]-A, 

also 

II. A = -^I>, 

2. fi^ ■-iqD-^C, 

3. y = +j;,«D_|^I>_|yC-ß, 

Demnach ist in (76.), weil r=y^ = arc lang ^^ ist (26.): 

(»1.) / ^ 

= i-iDx^-(iqD-iiC)x-{(ip'-iq')D-iqC-B]Z^ 
+ Uy(öy'-3A»')I>+i(3v»-/»')C4-yB+J[]arctang:^. 

Ferner ist, wenn man 

(82.) 2r— ar = a:, also a: = 2r— x, setzt, 
(83.) Z = -/»» 4- 2q (2r — X,)— (2r- x,)* (16.) 
= — ;»'-f 4yr— 4r^4-(4r— 2y)Xi— xj , 
oder auch, 

(84.) —pl-\-'ir{q—r) = —pl und 2r— y==yi gesetst: 
(85.) Z = — ^J-f 2y»x-|-xJ. 
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Nach (16. und 67.) ist 

(l. „»==(^'^-f''>' .^ (hc-er+ek^^(ht-er)' ^ 

IX X X 

also ist in (84.) 

1. —;»;= — ' , — 4r.--r = — ^ J und 

Nan giebl (82.) für (75.): 

'■ *^ (2r-a:)Z» .r,Z* ' 

and davon ist das Integral nach (35.) ? 

(89.) /— r;5r = H — arctang-i-ä — :^-ä- = — arctang^-ä — ^^-^-j -' 

23. 

Zufolge (60.) ist 

(90.) Zxh^K = x^ l(3ra^ - x*)w - 3xz y{f — «»)] + 3xä'X 

Nach (3.) ist to = arccos-^, and Zxh^X findet sich aus (75., 81. und 89.). 

y 

Dies giebt, in (90.) gesetzt: 

Zxl^K = xh^x [(3rx — a*) arc cos — — 3« ^{f — «*)] 

+ Z»[-iZ>ar^-(^/l+4C)x+(J/»'-|^')fl-iyC-ö] 
+ arctang^[iy(5^-3/»')I>+i(3^-F')C+y» + il] 

+ ^arcteng ^'~^'^!r"^^ +Const., 

also 
(91.) K = a:*(r — ^a?)arccos— ~«a?y'(y' — «') 

+ i^ [(4;»' - 15y')/> - 9^C- 6ß - (5^0+ 3C)a? - 2ila?'] 
-|-^arctang^[y(5^-8;»')I> + (3y'-p')C+2yÄ+2J] 

■|._« arctang ^'"^-^^^-"^^ + Const. 
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241. 

Für x = a = r—h ist z = c, y* = r'— Ä*, Z^ = —y(y''—z^)ii7.} 

k * 

= — yCH — A* — c*) and der körperliche Inhalt K des Ausschnitts ist Null. 

Dies giebt, aus (91.): 

(92.) Const. = 

-i(r-A)'(2r + Ä)arccoS:j^p:::^r=7ij- +(r- Ä)c|/(r»-A'-c») 

- '^^''7^«r''*^ [( V- 15«'') D-^C-%B- (bqD + SC) (r-Ä) 2l>(r- A)»J 

+ ^.arctang ^^pj;+^*,^ [y(5y»-3;>»)il-f(3y^-;>')C+2yg4-2J] 

Den ganzen Körper erhält man fflr x=A, fflr welches x, y = z^ 
also arccos— = arccosl =0 und Z* = 0, mitbin arctqng^^^==^7i und 

arctang P*~''^^^^ =^„ ist. Also giebt (91. und 92.) fOr den yanzgn 

Körper : 

(93.) K = (r-A)c|/(r»-Ä'-c»)-i(r-A)»(3r + Ä)arccos^7^p3^rrpj 

1 ^ riji nrctnnir (P?-?^'-^^))« V 

wo nun die Werthe von A, B, C, D, E, p, q, und pi und ^j su setzen sind. 

SS. 
A. Zunächst ist in (93.) der Factor zu — ^g«** "> «Jer durch 
Ml bezeichnet werden mag, 

(94.) ilf, = 2l>(2/»'-(r— Ä)0-(59l>+3C)(3y + r— A)-6Ä 
Hierin die Werthe von D, C und B ans (71.) und von 

1- />^=^'fflV6o== ^^'^-::+'^'^\ 67.)=i^iyi'(67.)=i: 

(95.) ( und 
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gesetzt, giebt 

üf, = _l2«t»(^-(r-Ä)*) 

-(-30«(äV-t»«)-;36«V-|- 30Ä»6)(^^^^5^+ ''"*) 

Hier ist — 30«(AV— r««)— 36x't«+30ä»« = 30A*(ä«— r«)-|-T»(30*'— 36«*) 
= 30äV*4-30«V— 36xV=— ßx'T*, also ist 

ilf. = 12«((r-Ä)V— 2T*)4-6r'((3ÄV— 3r'«)+x»(r-~A))— 6t»(äV— 6T*«)-f 6*V« 

= x*(r— A)(6t*4- 12«(r— Ä))— 6t*«+ IgT'AV-f 6AV«, 
und die Werihe von r' und £ (68. und 67.) gesetzt, nach gehöriger Verwandinng: 
(96.) itf, = 6Ä[AV-(-c(3(r — A)(A'-f «»)-}- 24» -Am]. 

B. Der Factor rechts in der dritten Zeile von (93.), der durch üfj 
bezeichnet werden mag, ist: 

(97.) ifj = q\bqD-\-3C)—p\BifD-^C)-\-2qB-\-2A. 
Hier ist 
5yO + 3C = — 30«(AV— T^«) —36x*T*-f 30A»e (95. 2. und 71. 4. und 3.) oder 
(98.) bqD 4 3C = 6t* (5A» -1-5«» - 6**) = 6t* (5A* + 5«* - 6A* - 6«») (67.) 

= — 6t*x* (67.). 
Ferner 

3yll+C=-18«(AV — T^«)— 12«*T*+10A'« (95. 2. und 71. 4. 3.) oder 
(99.) 3^11 4- C = 2 [t' (3«» — A*; — 4AV«]. 
Dies and (71. 1. und 2.) in (97. und 95.) gesetzt, giebt 
il^ = _ if (AV - x^*)* - ^ (T*(3«* - A*) - 4A*r«) 

^ 2(*V-r*g) (^(^V-6t*«)-^ V«)— 2AV(A«-f-r«) oder, vermöge (67. u. 68.) : 
^x'iW, = - 3t?(ÄV - z'ef - t*(t* (3«*— A*) - 4AV«) 

-f (ÄV-r'«)(T*(AV-6T*e)-ÄV*«)— ÄV(A*4-«*)(T*-f 2r«) oder, vermöge (67.): 

(100.) itf, = H^;^£A^(,-|- ey - 3r*(AHO]. 

C. Sodann ist in (93.) 

M ^ il—*-+h)x ^ (q—r+h)x* ^ AV-T'f + x*(A— r) ^n5 « -j 
' ' A hx hx K • •) 

^ AV— A(f«+gV+(A'4-e')(^— r) ^gg ^ ^^ ^ _ AV-Ac'-Aee+gV-{-A'— A'H-e*A -eV 
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oder 

(101.) ^^3 = ^^. 

D. Ferner ist in (93.) 

^Ö^J-^C+Ä)) = iAe-\-erf-{x'r-{-eke){r-^h) (87.), also 

6»? -<f. (*•+*))« _ (he+er)e-hr{r-\-k) _ (ht+er)c-Ar(r+h) ,q .^ ,^^ 
kp^ ttp, he-\-er ^ ' '•' 

C102.} ^ ^^j^ c _— --^. 

£?. Endlich ist in (93.), ans (73. und 87.): 

(103.) üfs = 3^|;j^ = 3(^,^^^);^, = |r». 

36. 

Setzt man nun in (93.) die Wertbe von ilfi, Jf^, ^,, ilf, und M^ 
(96., 100., 101., 102. und 103.), so ergiebt sich: 

(104.) K = (r-A)[c/(r»-^^-c^)-i(r-A)(2r-fA)arcco8 ,_^,_^J 



• %7'+y t^'"+^^^^'-*^*+^^^~^^<^'+^)^j 



^ ^^[^-(Hc)--3>^(^H^)3[i^+arctang^^ ^,;;-^^ 

Der Factor von ^(r^ — A^ — tf') in den beiden ersten Zeilen dieses Ausdrucks 

{«l e(r A) **g+g(2A'-Ace+3(r-A)(A'+e')) _ Hc*e-2h*e-h'e) , 
ist C{r-A) 3(A*+e') 3(A'+e») ' ""° 

findet sich, wenn man auch den gesammten Factor von n nimmt: 
(105.) K_^ Hc*e-2h*c-hW(r*^h'-e*) . ^ r (A'(e+c)«-8rVA'+e«)) A(g4-c) . .^I 

3(A*+e*) "r L 6(A»+e*)* 

-i(r-Ä)'(2r+A)arccospp3^rrp5 

+ 3ii^^'^^'+^^'-'^^'^+^^^""*'° V(*-+eW-A»-cV 

I 1^ t (Ar— cQCA-l-r)— c*A . 

4 ir'arctang ^^^^^^^^^^^^^^,_^,_^.^ , 

weiches der gesuchte Ausdruck des Inhalts des Kugel- Ausachnitla DBF ist. 

27. 

A. Für den besondern Fall « = 0, also fflr den Körper BDFi = iT,, 
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ist der erste Theil des Ausdrucks (105.): 

(106.) = 3(A»+e») • 

Der Factor yod ^n ist 

(107) - ji (e'-(V+ey)(A'-3r»)~3r*A'c 
Die dritte Zeile rechts in (105.) ist 

''•^•^ = iSn^*^*"'" "■ «'■•(*'+''))'"''° ^(V+.V(r'-*V 

Die vierte Zeile ist 

(109.) =fr»arctang ^,^y^+:i,.) ^Karclang^^^^^, 
also ist 

(110.) K,= -iÄ«. ^.^^. +*7iÄ -^^-jji 

B. Fflr = und A = r, also fflr den Körper ilI>F2=Ji[2, ist 

A* Ar 

in (110.), «rctang ^^^,^^,^^^^,_^,^ und arctang ^^^^,_^,^ = arctang oo = ^n, 

mithin ist aus (HO.): 

jg- ^ . r-2c'(g'-(c'+e')*)-3rg+re(rV-3rVr«+0)+2r'(r«+»*)h ^^j^^ 
' L (r»+e*)* J 

(111.) K, = Wi_£(Hf!±M). 

C. FQr c = 0> A = r und e = endlich, also für die halbe Kugel 
= if„ giebt (lil.) 

(112.) K, = |H^; 
wie gehörig. 

28. 

Ob vielleicht noch auf einem kflrzern Wege zu den End-Ergebnissen 
zu gelangen sei, bleibe dahin gestellt; die Ergebnisse selbst aber lassen sieb« 
wie es scheint, nicht weiter vereinfachen. 

Berlin, im Mai 1847. 
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13. 

Gedftchtnifsrede auf Carl Gnstav Jacob Jacohi. 

(Von Lejeune DiricMef.) 



(Gehalten in der Akademie der Wissenschaften zo Berlin am 1. Joli 1852.)**) 



Indem ich es unternebme, die wissenscbafUichen Leistangen desgröfsten 
Hatbematikers zu schildern, welcher seit hagraiige unserer Körperschaft als 
anwesendes Mitglied angehört hat, treten mir lebhaft die Schwierigkeiten der 
Aufgabe vor Augen, die ganze Bedeutong der Schöpfungen eines Hannes 
darzustellen, welcher mit starker Hand in fast alle Gebiete einer durch zwei- 
tansendjflhrige Arbeit zu unermefslicbem Umfange angewachsenen Wissenschaft 
eingegriffen, aberall, wohin er seinen schöpferischen Geist gerichtet, wichtige, 
oft tief verborgene Wahrheiten zu Tage gefördert und, neue Grundgedanken 
in die Wissenschaft einfahrend, die mathematische Speculation in mehr als 
einer Richtung auf eine höhere Stufe erhoben hat. Nur die Überzeugung, 
dafs solchen der Wissenschaft und ihren Pflegern geleisteten Diensten gegen- 
flber eine Pflicht der Dankbarkeit zu erfallen ist, kann die Bedenken, welche 
das Bewufstsein meiner Unzulänglichkeit in mir hervorruft, zum Schweigen 
bringen : denn wem könnte die Erfallung dieser Pflicht mehr obliegen, als mir, 
der ich, wie alle meine Pachgenossen, durch Jacohi s wissenschaflliche Pro- 
ductionen so wesentlich gefördert, aberdies eine nicht geringere Belehrung 
meinem vieljflhrigen, so nahem Verkehr mit dem grofsen Forscher verdanke* 

Carl Gustav Jacob Jacobi wurde den 10. Dec. 1804 zu Potsdam 
geboren, wo sein Vater ein begaterter Kaufmann war. Die erste Unterwei- 
sung in den alten Sprachen und den Elementen der Mathematik erhielt er 
von seinem matterlichen Oheim, Hrn. Lehmann, der den regsamen Knaben 



*) Diese Gedächtnifsrede ist zugleich eine vortreffliche Abhandlung und eine tief ein- 
dringende Beurtheilung der Jcicodt'schen mathematischen Arbeiten. Da nun die meisten 
dieser Arbeiten zuerst in dem gegenwärtigen Journale gedruckt sind, so findet sie auch 
in diesem recht eigentlich ihre Stelle. Die Königliche Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin hat es auf die Bitte des Herausgebers gestattet, dafs der Abdruck der Gedächtnifs- 
rede, nachdem der Herr Verfasser dem Herausgeber seine Erlaubnifs dazu ertheilt hattet 
schon jetzt 9 obgleich seit ihrer ersten Bekanntmachung in den Denkschriften der Aka- 
demie noch nicht die regelmäfsigen ^ Jahre verflossen sind, hier aus denselben erfolge. 

Der Herausg. d. Journ. 

CreUe*! Journal f.d. M. Bd. LH. Heft 3. 25 
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weniger zu unterrichten als zu lenken hatte, und unter dessen einsichtiger 
Leitung dieser so rasche Fortschritte machte, dafs er, noch nicht zwölf Jahr 
alt, in die zweite Classe des Potsdamer Gymnasiums und schon nach einem 
halben Jahre in die erste aufgenommen wurde. In dieser blieb er volle 4 Jahre, 
da er nicht fäglich vor zurückgelegtem 16ten Jahre die Universität besuchen 
konnte. Der mathematische Unterricht, der ganz als Gedächtnifssache beban- 
delt wurde, konnte dem jungen Primaner nicht zusagen. Sein Verhfiltnifs zum 
Lehrer war daher längere Zeit sehr unangenehm, gestaltete sich jedoch zuletzt 
besser, da der Lehrer einsichtig genug war, den ungewöhnlichen Schaler ge- 
wahren zu lassen, und es zu gestatten, dSfs dieser sich mit Euler' s ,Jntroduclio^^ 
beschäftigte, während die flbrigen Schüler mühsam erlernte Elemenlarsätze her- 
sagten. Wie weit Jacofn's geistige Entwicklung damals schon vorgeschritten 
war, zeigt der Versuch, den er um diese Zeit zur Auflösung der Gleichungen 
des 5ten Grades anstellte, und dessen er in einer seiner Abhandlungen später 
erwähnt hat. 

An dieser Aufgabe hat mehr als einer von Denen, welche später einen 
grofsen Namen erlangt haben, zuerst seine Kräfte geübt; und man begreift in 
der That leicht, welchen Reiz gerade dieses Problem auf ein erwachendes 
Talent ausüben mufste, so lange die Unmöglichkeit desselben noch nicht er- 
wiesen war. Zu der Berühmtheit, welche so viele fruchtlose Bemühungen 
dieser Untersuchung gegeben hatten, gesellte sich der besondere Umstand, 
dafs das Problem, als einem Gebiete angehörig, welches unmittelbar an die 
Elemente grenzt, ohne ein grofses Haafs von Vorkenntnissen zugänglich schien. 

Auf der hiesigen Universität theilte JiacoM seine Zeit zwischen philo- 
sophischen, philologischen und mathematischen Studien. Als Theilnehmer an 
den Übungen des philologischen Seminars erregte er die Aufmerksamkeit un- 
seres Collegen Böckh, des Vorstehers dieses Instituts, welcher den jungen 
Mann wegen seines scharfen und eigenthümlichen Geistes sehr lieb gewann 
und durch besonderes Wohlwollen auszeichnete. 

Mathematische Vorlesungen scheint er wenig besucht zu haben, da 
diese damals auf der hiesigen Universität einen zu elementaren Characler 
hatten, als dafs sie Jaeobi, der schon mit einigen der Hauptwerke von Euler 
and Lagrange vertraut war, wesenUich hätten fördern können. Desto eifri- 
ger sah er sich in der mathematischen Literatur um, und sachte namebtlidi 
eine allgemeine Übersicht der grofsen wissenschaftlichen Schätze zu gewinnen^ 
welche die akademischen Sammlungen enthalten. Jacoü, dessen Natur daa 
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blofse Einsammeln von Kenntnissen nicht zusagte and der das BedOrfnifs 
fablte, der Dinge^ womit er sieb beschäftigte, ganz Herr zu werden, erkannte 
nach etwa zweijährigen Universitfitsstndieti die Nothwendigkeit einen Ent- 
scblufs zu fassen, und entweder der Philologie, oder der Mathematik zu ent- 
sagen. Da die Entscheidung, welche er traf, nicht nur fOr ihn, sondern auch 
fflr die Wissenschaft, welcher er sich von nun an ausschliefslicb widmete, so 
wichtige Folgen gehabt hat, so wird man die Grflnde, welche seine Wahl be- 
stimmten, gern von ihm selbst erfahren. Er schreibt darüber an seinen schon 
genannten Oheim : „Indem ich so doch einige Zeit mich ernstlich mit der 
Philologie beschäftigte, gelang es mir, einen Blick wenigstens zu tbun in die 
innere Herrlichkeit des alten hellenischen Lebens, so dafs ich wenigstens 
nicht ohne Kampf dessen weitere Erforschung aufgeben konnte. Denn auf- 
geben mufs ich sie für jetzt ganz. Der ungeheure Kolofs den die Arbeiten 
eines Euler, hagrange, Laplace hervorgerufen haben, erfordert die unge- 
heuerste Kraft und Anstrengung des Nachdenkens, wenn man in seine innere 
Natur eindringen will, und nicht blofs äufserlich daran herumkramen. Ober 
diesen Meister zu werden, dafs man nicht jeden Augenblick fürchten mufs 
von ihm erdrückt zu werden, treibt ein Drang, der nicht rasten und ruhen 
läfst, bis man oben steht und das ganze Werk übersehen kann. Dann ist es 
auch erst möglich mit Ruhe an der Vervollkommnung seiner einzelnen Theile 
recht zu arbeiten und das ganze, grofse Werk nach Kräften weiter zu führen, 
wenn man seinen Geist erfafst hat.'' 

Zu seiner Doctordissertation wählte Jacobi einen schon vielfach be- 
handelten Gegenstand, die Zerlegung der algebraischen Brüche. Er beweiset 
darin zuerst merkwürdige Formein, welche Lagrange ohne Beweis in den Ab- 
handlungen unserer Akademie gegeben hatte, geht dann zu einer neuen Art 
der Zerlegung über, welche nicht, wie die bis dahin ausschliefslicb betrachtete, 
völlig bestimmt ist, und beschliefst die Abhandlung mit Untersuchungen über 
die Umformung der Reihen; wobei schon ein neues Princip bemerklich wird, 
von welchem er in späteren Arbeiten mehrfach Gebrauch gemacht hat. 

Gleich nach seiner Promotion habililirte sich Jacobi bei der Universität 
und hielt eine Vorlesung über die Theorie der krummen Flächen und Curven 
im Räume. Nach dem Zeugnifs eines seiner damaligen Zuhörer mufs sein 
Lebrtalent bei diesem ersten Auftreten schon sehr entwickelt gewesen sein 
und er es verstanden haben, sein Thema mit grofser Klarheit und auf eine 
seine Zuhörer sehr anregende Weise zu behandeln. Der 21jährige Docent 

25» 
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zeigte auch darin eine sehr frQhe Reife des Urtbeils, dafs er, anbeirrt dnrch 
den Mifscredit, in welchen die Methode des Unendlichkleihen um jene Zeit 
durch eine grofse Autorität gekommen war, gerade dieser in seiner Darstel-* 
lung folgte und seine Zuhörer mit dem besten Erfolge zu Qberzeugen sich 
bemahte, dafs die verdflchtigte Methode nur in ihrer abgekürzten Form von 
der strengen Methode der Alten unterschieden ist, aber gerade durch diese 
Form bei allen zusammengesetzten Fragen unentbehrlich wird. 

Die Aufmerksamkeit, welche Jacobi zu erregen anfing, veranlafste die 
höchste Unterrichtsbehörde^ ihn aufzufordern, seine Lehrtbatigkeit vorläufig als 
Privatdocent in Königsberg fortzusetzen, wo durch die eben vacant gewordene 
Professur der Mathematik sich zu seiner Beförderung mehr Aussichten als in 
Berlin darboten. 

Bei seiner Übersiedelung nach Königsberg war es ffir Jaeohi ein wich- 
tiges Ereignifs^ den grofsen Astronomen Besset persönlich kennen zu lernen, 
und zum ersten Male in einem, dem seinigen so nahe verwandten Fache ein 
Genie in der Nfibe zu sehen. Die tagliche Anschauung des Feuereifers die- 
ses aufserordentlichen Mannes fibte selbst auf ihn, der es doch von seiner 
frohsten Jugend an gewohnt war, die gröfsten Anstrengungen von sich zu 
fordern, den machtigsten Einflufs; dessen er spater oft dankbar erwähnt hat. 

Es war fQr JacoKs schriftstellerische Laufbahn ein glflcklicher Um- 
stand, dafs der Anfang derselben mit der Gründung der mathematischen Zett- 
schrift zusammenfiel, durch deren Herausgabe sich unser College Cretle ein 
so grofses und bleibendes Verdienst, nicht nur um die Verbreitung, sondern 
auch um die Belebung des Studiums der Wissenschaft erworben hat. Jacobi, 
der zu den fräbesten Mitarbeitern der Zeitschrift gehörte, ist Ihr bis zu seinem 
Tode treu geblieben; und wenn man die beiden besondern Werke ^Fnnd. 
nova^' und „Canon arith.*' ausnimmt, so sind fast alle seine andern Arbellen 
zuerst im Crelleschen Journal erschienen. 

Jacobfif erste Abbandlungen zeigen ihn schon als durchaus vollendeten 
Mathematiker, mag er nun, wie in den Aufsätzen „Ober Gavfs neue Methode 
zur genährten Bestimmung der Integrale"' und „Ober die Pfa/ßche Methode 
für die Integration der partiellen Diiferentialgleichungen'^ bekannte Theorieen 
aus einem neuen Gesichtspuncte betrachten und wesentlich vereinfachen, oder 
noch nicht gelösete Probleme behandeln und zu neuen Resultaten gelangen. 
Unter den Arbeiten der letzteren Art sind hier zwei besonders zu erwähnen: 
eine Abhandlung von wenigen Seiten, in der er eine bis dahin unbekannt ge- 
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biiebeoe GruDd-Eigcnschaft der merkwflrdigen Fanction kennen lehrt, welche, 
von Legendre zuerst in die Wissenschaft eingeführt, in allen spätem allge- 
meinen UnlersDchungen Ober die Anziehung eine so grofse Rolle gespielt hat; 
und eine andere ^Ober die cubischen Reste/' Diese letztere enthält zwar 
nur Sätze ohne Beweise, aber diese Sätze sind der Art, dafs sie nicht das 
Ergebnifs der Induction sein können, und keinen Zweifel darüber lassen, dafs 
Jacobi schon damals in dem wissenschaftlichen Gebiete, welches Gaufs ein 
Virteljahrhondert früher der mathematischen Speculation eröffnet hatte und 
welches eben so sehr der höheren Algebra als der Theorie der Zahlen an- 
gehört, im Besitze neuer, fruchtbarer Principien sein mufsle; was auch durch 
eine spätere Publication bestätigt wird, in der er ausdrücklich erwähnt, dafs 
er diese Principien schon damals Gaufs brieflich mitgelheilt habe. 

Von der weitern Verfolgung dieses Gegenstandes wurde Jacobi zu 
jener Zeit durch eine andere Arbeit, seine Untersuchungen über die ellipti- 
schen Functionen abgezogen, welche ihm bald eine so grofse Berühmtheit 
verleihen und eine Stelle unter den ersten Mathematikern der Zeit anwei- 
sen sollten. 

Der junge Mathematiker, der sich schon ip so vielen Richtungen mit 
Erfolg versucht hatte, schien längere Zeit in der Theorie der elliptischen Func- 
tionen vom Glücke nicht begünstigt zu werden. Einer seiner Freunde, der 
ihn eines Tages auffallend verstimmt fand, erhielt auf die Frage nach dem 
Grunde dieser Verstimmung von ihm die Antwort: Sie sehen mich eben im 
Begriff, dieses Buch {Legendre' s Exercices etc.) auf die Bibliothek zurück- 
zuschicken, mit welchem ich entschiedenes Unglück habe. Wenn ich sonst 
ein bedeutendes Werk studirt habe, hat es mich immer zu eigenen Gedanken 
angeregt und ist dabei immer etwas für mich abgefallen. Diesmal bin ich ganz 
leer ausgegangen und nicht zum geringsten Einfalle inspirirt worden. 

Wenn die eignen Gedanken in diesem Fall etwas lange auf sich war- 
ten liefsen, so stellten sie sich dafür späler um so reichlicher ein: so reich- 
lich, dafs sie, in Verbindung mit den gleichzeitigen Gedanken AbeVs, eine 
unerwartete Erweiterung und die völlige Umgestaltung eines der wichtigsten 
Zweige der Analysis zur Folge hatten. 

Indem der Fortschritt hier zu derselben Zeit von zwei verschiedenen 
Seiten ausging, wird es erforderlich, neben Jacobts Untersuchungen, der gleich- 
zeitigen Arbeiten AbeVs zu erwähnen. Im Ursprünge von einander unab- 
hängig, greifen die Entdeckungen beider später so in einander ein, dafs die 



I 

I 




198 ^S. Diriehlet, Geduckinifarede auf C. G. J. Jacobi 

DarstellQDg der einen ohne BerOcksicbtigung der andern kaum verstfindlich 
sein wflrde. 

Die Theorie der elliptischen Functionen, mit weicher AbePs und Ja^ 
cobi's Namen auf immer verbunden sind, reicht in ihren Anfängen nicht Ober 
die Mitte des vorigen Jahrhunderts zurück. Ein italienischer Mathematiker 
von ungewöhnlichem Scharfsinn, der Graf Fagnano aus dem Kirchenstaate, 
machte die merkwürdige Entdeckung, dafs das Integral welches den Bogen 
der Curve ausdrückt, welche damals die Mathematiker unter dem Namen 
Lemniscate vielfach beschäftigte, ähnliche Eigenschaften besitzt wie das ein«^ 
fächere Integral welches einen Kreisbogen darstellt, und dafs z. B. zwischen 
den Grenzen zweier Integrale dieser Art, deren eines dem doppelten Werthe 
des andern gleich ist, ein einfacher algebraischer Zusammenhang Statt findet, 
so dafs ein Lemniscatenbogen , wenn gleich eine Transcendente höherer Art, 
doch wie ein Kreisbogen durch geometrische Construction verdoppelt oder ge* 
hälftet werden kann. Euler fand einige Jahre später die eigentliche Quelle 
dieser und anderer ähnlicher Eigenschaften, in einem Satze, der zu den schön- 
sten Bereicherungen gehört, welche die Wissenschaft diesem grofsen Forscher 
verdankt. Nach diesem^^^n/^rschen Satze hängt ein gewisses Integral, welches 
allgemeiner ist als das von Fagnano betrachtete und in unserer jetzigen Ter- 
minologie elliptisches Integral der ersten Gattung heifst, so von seiner Grenze 
ab, dafs zwei solche Integrale mit beliebigen Grenzen immer in ein drittes 
vereinigt werden können, dessen Grenzen eine einfache algebraische Verbin- 
dung der Grenzen jener ist; gerade so wie der Sinus eines .zweitheiligen 
Bogens algebraisch aus den Sinus seiner Bestandtheile gebildet werden kann. 
Aber das elliptische Integral ist allgemeiner als dasjenige, welches einen 
Kreisbogen ausdrückt. Auf die einfachste Form gebracht, hängt es nicht wie 
dieses blofs von seiner Grenze, sondern auch von einer andern in der Function 
enthaltenen Gröfse, dem sogenannten Modul ab. Das Eulersche Theorem er- 
gab nur Beziehungen zwischen Integralen mit demselben Modul. Das erste 
Beispiel eines Zusammenhanges zwischen Integralen die sich durch ihre Mo- 
duln unterscheiden, bot eine spätere, von Landen und in etwas anderer Form 
von Lagrange gemachte Entdeckung dar, nach welcher ein elliptischea In- 
tegral durch eine einfache algebraische Substitution in ein anderes Integral 
derselben Art verwandelt werden kann. 

Es ist Legendre's unvergänglicher Ruhm, in den eben erwähnten Ent- 
deckungen die Keime eines wichtigen Zweiges der Analysis erkannt nnd 
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durch die Arbeit eines halben Lebens anf diesen Grundlagen eine selbstän- 
dige Theorie errichtet tn haben, welche alle Integrale umfafst, in denen 
keine andere Irrationalität enthalten ist als eine Quadratwurzel, unter welcher 
die Veränderliche den 4ten Grad nicht übersteigt. Schon Euler hatte bemerkt, 
mit welchen Modificalionen sein Sat£ auf solche Integrale ausgedehnt werden 
kann; Legendre, indem er von dem glOcklichen Gedanken ausging, alle diese 
Integrale auf feste canonische Formen zurOckzufQhren, gelangte zu der fOr die 
Ausbildung der Theorie so wichtig gewordenen Erhenntnifs, dafs sie in drei 
wesentlich verschiedene Gattungen zerfallen. Indem er dann jede Gattung 
einer sorgfältigen Untersuchung unterwarf, entdeckte er viele ihrer wichtigsten 
Eigenschaften, von welchen namentlich die, welche der dritten Gattung zu- 
kommen, sehr verborgen und ungemein schwer zugänglich waren. Nur durch 
die ausdauernste Beharrlichkeit, die den grofsen Mathematiker immer von neaem 
auf den Gegenstand zuräckkommen liefs, gelang es ihm hier^ Schwierigkeiten 
zu besiegen, welche mit den Hfilfsmitteln, die ihm zu Gebote standen, kaum 
flberwindlich scheinen mufsten. 

Die Theorie, wie Abel und Jaeobi sie vorfanden, bot mehrere höchst 
räthselhafte Erscheinungen dar, zu deren Aufklärung die damals bekannten 
Principien nicht ausreichten. So hatte man, um nur einer dieser Erschei- 
nungen zu erwähnen, gefunden, dafs der Grad der mit Hfllfe des Euler- 
sehen Satzes gebildeten Gleichung, von deren Lösung die Theilung des ellipti- 
schen Integrals abhängt, nicht wie in der analogen Frage der Kreislheiiung, 
der Anzahl der Theile, sondern dem Quadrate dieser Anzahl gleich ist. Die 
Bedeutung der reellen Wurzeln, deren Anzahl mit jener übereinstimmt, war 
leicht ersichtlich, wogegen die zahlreichern imaginären ganz unerklärlich er- 
scheinen mufsten. Aber dafs hier ein Geheimnifs verborgen liege, darüber 
hatte man vor Abel und Jaeobi kein Bewufstsein; und ihnen war es vor- 
behalten, sich zuerst über diese und ähnliche Erscheinungen zu wundern; 
was in der Mathematik, wie in anderen Gebieten, oft schon eine halbe Ent- 
deckung ist. 

Obgleich die Umgestaltung der Theorie der elliptischen Functionen, 
welche man Abel und Jaeobi verdankt, aus dem Zusammenwirken mehrerer 
sich gegenseitig unterstützender Gedanken hervorgegangen ist, so scheint 
doch zweien dieser Gedanken die gröfste Wichtigkeit zugeschrieben werden 
zu müssen, weil sie alle Theile der neuen Theorie innig durchdringen. Wäh- 
rend die früheren Bearbeiter dieses Gegenstandes das elliptische Integral der 
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ersten Gattung als eine Function seiner Grenze ansahen, erkannten Atel und 
Jaeobi, unabhängig von einander, wenn auch der erstere einige Monate frA- 
her, die Nothwendigkeit, die Betrachtungsweise umzukehren, und die Grenze, 
nebst zwei einfachen von ihr abhängigen Gröfsen , die so unzertrennlich mit 
ihr verbunden sind wie der Sinus zum Cosinus gehört^ als Functionen des 
Integrals zu behandeln; gerade wie man schon froher zur Erkenntnifs der 
wichtigsten Eigenschaften der vom Kreise abhangigen Transcendenten gelangt 
war, indem man den Sinus und Cosinus als Functionen des Bogens, und nicht 
diesen als eine Function von jenen betrachtete. 

Ein zweiter, Abel und Jaeobi gemeinsamer Gedanke, der Gedanke 
das Imaginäre in diese Theorie einzuführen, war von noch gröfserer Bedeu- 
tung; und Jaeobi hat es später oft wiederholt, dafs die Einführung des Ima- 
ginären allein alle Räthsel der frQheren Theorie gelöset habe. Wäre es nidit 
eioic sp alte Erfahrung, dafs das nahe Liegende sich fast immer zuletzt dar- 
bietet, so wOrde man es auffallend finden mfissen, dafs dieser Gedanke Emier 
entgangen ist, zu dessen frfiheslen und schönsten Leistungen es gehört, die 
Theorie der Kreisfunctionen, indem er diese als imaginäre ExponentialgrOfa^i 
behandelte, in solchem Grade vereinfacht und erweitert zu haben, dafs fast 
das ganze Gebiet der Analysis eine weseatliche Umgestaltung dadurch erfuhr. 

Indem Abel und Jaeobi in die vorbin erwähnten, durch Umkehrong 
aus dem elliptischen Integral der ersten Gattung gebildeten Functionen, Welche 
nach unserer jetzigen Terminologie ausschliefsljch elliptische Functionen ge- 
nannt werden, das Imaginäre einfOhrten, erkannten sie, dafs diese Functionen 
gleichzeitig an der Natur der Kreisfunctionen und an der der Exponential*» 
gröfsen Theil haben, und dafs, während jene nur fOr reelle, diese nur fflr 
imaginäre Werthe des Arguments periodisch sind, die elliptischen Funbtionen 
beide Arten der Periodicität in sich vereinigen. 

Durch den Besitz dieser Grundgedanken auf ein^n neuen Boden ge- 
stellt, richteten Abel und Jaeobi ihre Untersuchungen auf zwei verschiedene 
Regionen der Theorie. AbeVs Thätigkeil wandte sich den Problemen sa, 
welche die Vervielfältigung und Tbeilung der elliptischen Integrale betreffen; 
und indem er mit Hälfe des Princips der doppelten Periode in die Natur diar 
Wurzeln der Gleichung von welcher die Tbeilung abhängt, tief eindrang, ge- 
langte er zu der ganz unerwarteten Entdeckung, dafs die allgemeine Theilang 
des elliptischen Integrals mit beliebiger Grenze immer algebraisch, d. h. dnrdi 
blofse Wurzel- Ausziehung bewerkstelligt werden kann, sobald die beaendere 
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Theilung der sogenannten vollständigen Integrale als schon ausgerührt voraus- 
gesetzt wird. Die eben genannte besondere Theilung scheint nur Für specielle 
Moduln möglich, unter welchen derjenige der einfachste ist, dem die Lemniscate 
entspricht. Indem er die Lösung des Problems für diesen Fall durchführte 
zeigte er dafs die Theilung der ganzen Lemniscate der Kreistheilung völlig 
analog ist und in denselben Fällen durch geometrische Construclion geleistet 
werden kann, in welchen, nach der schönen, 25 Jahre früher von Gau/'s gege- 
benen Theorie, der Kreis eine solche Theilung zuläfst. 

An diese letzlere Arbeit AbeVs knüpft sich eine erwähnenswerthe 
historische iMerkwürdigkeit. In der Einleitung zum letzten Abschnitte der 
„Disif. arifh.'\ welcher der Kreistheilung gewidmet ist, hatte Gavfs im Vor- 
beigehen bemerkt, dafs dasselbe Princip, worauf seine Kreistheilung beruht, 
auch auf die Theilung der Lemniscate anwendbar sei; und in der That liegt 
das 6rati/^'ische Princip, nach welchem die Wurzeln der zu lösenden Glei- 
chung so in einen Cyclus zu bringen sind, dafs jede von der vorhergehen- 
den auf dieselbe Weise abhängt, der Abhandlung Abel's über die Theilung 
der Lemniscate wesentlich zu Grunde. Wenn aber für die Kreistheilung längst 
bekannte Eigenschaften der trigonometrischen Functionen genügten, um die 
Wurzeln dem 6rati^ischen Principe gemäfs zu ordnen, so war für den Fall 
der Lemniscate, zu einer ähnlichen Anordnung, ja um nur die Möglichkeit 
einer solchen zu erkennen, eine Einsicht in die Natur der Wurzeln erfor- 
derlich, welche nur das Princip der doppelten Periodicität gewähren konnte. 
Die vorhin erwähnte Äufserung ist also durch AbeVfs Abhandlung zu einem 
unwidersprechlichen Zeugnisse geworden, dafs Gauß, seiner Zeit weit vor- 
auseilend, schon zu Anfange des Jahrhunderts das Princip der doppelten Pe- 
riode erkannt hatte. Dieses Zeugnifs ist jedoch erst durch die spätere Arbeit 
AbeCs verständlich geworden, und thut daher seinem und Jacobts Anrecht 
an diese Erfindung keinen Abbruch. 

Aufser den schon erwähnten, auf die Theilung bezüglichen Resultaten 
hatten AbeVs Untersuchungen noch eine andere, nicht weniger wichtige Ent- 
deckung zur Folge. Indem er in den Formeln, durch welche er die ellipti- 
schen Functionen eines vielfacl^en Arguments durch die Functionen des ein- 
fachen dargestellt hatte, den Multiplicator unendlich werden liefs, erhielt er 
merkwürdige Ausdrücke für die elliptischen Functionen in Form von unend- 
lichen Reihen, so wie von Quotienten unendlicher Producte: eine Entdeckung 
welche für die Analysis vielleicht von noch gröfserer Bedeutung ist als die 
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von Abel nachgewiesene algebraische Lösbarkeit der Gleichungen für die 
Theilung. 

Zu derselben Zeit, als Abel diese schönen Untersuchungen ausfabrte, 
war Jacobi in einem andern Theile desselben Gebietes nicht weniger erfolg- 
reich beschflfligt. Die oben erwähnte Substitution, durch welche ein ellipti- 
sches Integral in ein Integral von derselben Form Qbergebt, war bis dahin die 
einzige ihrer Art. Zwar hatte Legendre, nicht lange vor der Zeit wo Jacobi 
sich diesem Gegenstande zuwandte, eine zweite Transformation der elliptischen 
Integrale aufgefunden, aber diese zweite Transformation, mit welcher er den 
Gegenstand für abgeschlossen hielt, war damals in Deutschland noch nicht 
bekannt, und es gehörte daher ein seltener Scharfsinn dazu, aus einetn sicht- 
baren Ringe auf das Vorhandensein einer unendlichen Kette zu schliefsen, und 
eine eben so grofse Kühnheit , sich die Erkenntnifs der Natur dieser Kette 
als Aufgabe zu stellen- 

Eine glöcklic^e Induction, bei welcher der feine und ganz neue Ge- 
danke eine wesentliche Rolle spielte, die Transformation und die Multiplication 
aus einem gemeinschaftlichen Gesichtspuncle und letztere als einen specielIeD 
Fall der erstem zu betrachten, leitete Jacobi auf die Vermuthung, dafs ratio- 
nale Functionen jedes Grades geeignet seien, ein elliptisches Integral in ein 
Integral von derselben Form zu verwandeln. Diese Vermuthnng bestätigte sich 
sogleich, indem sich ergab, dafs die Anzahl der willkOhrlichen Coöfficienten, 
aber welche man fflr jeden Grad zu verfflgen hatte, ausreichte, um allen Be- 
dingungen zu genügen, welche zu erfüllen waren, wenn das transformirte 
Integral der Form nach mit dem ursprünglichen übereinstimmen sollte. Aber 
wenn auch eine so einfache Betrachtungsweise über die Möglichkeit der Sadie 
kaum einen Zweifel lassen konnte, so war noch ein grofser Schritt zu thnn^ 
um die innere analytische Natur der zur Transformalion geeigneten gebrochenen 
Ausdrücke zu erkennen. Von welcher Art die hierbei zu besiegenden Schwie- 
rigkeiten waren, und durch welche geistreiche Betrachtungen Jacobi diese 
überwand, kann hier nicht ausgeführt werden ; eben so wenig als es mir ge- 
stattet ist, alle wichtige Folgerungen aufzuzählen, die sich aus dem vollständig 
gelöseten Problem ergaben. Ich erwähne nur des merkwürdigen Ergebnisses 
dieser Untersuchung: dafs die Multiplication immer aus zwei TransforoMtioiien 
zusammengesetzt werden kann. 

Indem Abel und Jacobi so die Theorie gleichzeitig in zwei versdiie^ 
denen Richtungen vervollkommneten, schien es als habe das Schicksal die 
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Ehre des zu vollbringenden Forlsebritls gleichmäfsig unter die jungen Wett- 
kämpfer vertheilen wollen; denn die Art, wie bald darauf Einer die Erfindung 
des Andern weiterführte, liefs keinen Zweifel, dafs jeder von ihnen, wdre 
ihm der andere nicht in einem Theile der Arbeit zuvorgekommen, den gan- 
zen Fortschritt allein vollbracht haben würde« 

Jncobi war in seinen Untersuchungen von der Annahme ausgegangen, 
dafs bei der Transformation die ursprüngliche Variable rational durch die neue 
ausgedrückt sei. Abel behandelte das Problem in der weitern Voraussetzung, 
dafs zwischen beiden irgend eine algebraische Gleichung Statt finde, und ge- 
langte zu dem Resultate, dafs das so verallgemeinerte Problem immer auf den 
Fall zurückgeführt werden kann, den Jacobi so vollständig behandelt hatte. 

Nicht minder erfolgreich griff Jacobi in die von Abet gegebene Theorie 
der allgemeinen Theilung ein. Die Art, wie Abel das Problem gelöset hatte, 
zeigte zwar, dafs die Wurzeln immer algebraisch ausdrückbar sind, erforderte 
aber zur wirklichen Darstellung derselben die Bildung von gewissen symme- 
trischen Wurzelverbindungen, die nur in jedem besondern Falle bewerkstelligt 
werden konnte. Aus einem neuen Principe^ welches bald naher zu erwähnen 
sein wird, leitete Jacobi die schliefslichen, für jeden Grad geltenden und un- 
mittelbar aus den Daten des Problems gebildeten Ausdrücke der Wurzeln ab; 
welche Ausdrücke überdies vor den Abelschen eine gröfsere Einfachheit ihrer 
Form voraus haben. Als Jacobi das Resultat dieser Arbeit in einer kurzen 
Notiz bekannt machte, hoffte er Abel durch die Vervollkommnung der Lösung 
des Theilproblems in Verwunderung zu setzen ; aber diese Hoffnung blieb un-^ 
erfüllt. — Abel war eben gestorben, kaum 27 Jahre alt, weniger als zwei 
Jahre nach der Bekanntmachung seiner ersten Arbeiten über die elliptischen 
Functionen. Ein so frühes Ziel hatte der Tod der glänzenden Laufbahn die- 
ses liefsinnigen und umfassenden Geistes gesetzt. 

Jaeobi's weitere Untersuchungen über die elliptischen Transcendenten, 
wie auch die zuletzt erwähnte, sind aus einem Gedanken hervorgegangen, 
dem man wegen der Folgen, die er gehabt, vielleicht die erste Stelle unter 
seinen Conceptionen einräumen mufs. Es war dies der Gedanke, die unend- 
lichen Producte, durch deren Quotienten Abel die elliptischen Functionen aus- 
gedrückt hatte, als selbständige Transcendenten in die Analysis einzuführen. 
Als es ihm gelungen war, diese Producte, die übrigens alle von derselben 
Natur und als besondere Fälle einer Transcendente anzusehen sind, in Rei*- 
henform darzustellen , erkannte er eine Function, welche sich französiscbea 
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Mathematikern schon in Untersuchungen der mathematischen Physik dargebo- 
ten hatte; wo sie eher wenig beachtet und nur eine ihrer Eigenschaften be- 
merkt worden war. Jacobi unterwarf sie einer tief eindringenden Unter- 
suchung, erforschte ihre analytische Natur und führte sie dann in die Theorie 
der Integrale der 2ten und 3ten Gattung ein; was nicht nur die Erkenntnifs 
des innern Zusammenhanges schon bekannter^ isolirt stehender Eigenschaften 
dieser Integrale, sondern auch die wichtige Entdeckung zur Folge hatte, dafs 
die Integrale der dritten Gattung, welche von drei Elementen abhangen, ver- 
mittels der neuen Transcendente, welche deren nur zwei enthält, ausgedrückt 
werden können. 

Bei der spätem Darstellung der ganzen Theorie, wie Jacobi sie in 
seinen Vorlesungen zu geben pflegte, bildet die Betrachtung der erwähnten 
Function den Ausgangspunct. Die ganze Lehre gewinnt dadurch nicht nar 
einen dberraschenden Grad von Einfachheit und Durchsichtigkeit, sondern die- 
ser umgekehrte Gang ist auch dadurch bemerk^nswerth , dafs er für andere, 
später zu erwähnende Untersuchungen das Vorbild geworden ist. 

Bedenkt man, dafs die neue Function jetzt das ganze Gebiet der ellip- 
tischen Transcendenten beherrscht^ dafs Jacobi aus ihren Eigenschaften wich- 
tige Theoreme der höhern Arithmetik abgeleitet hat, und dafs sie eine 
wesentliche Rolle in vielen Anwendungen spielt, von welchen hier nar die 
vermittels dieser Transcendente gegebene Darstellung der Rotationsbewegung 
erwähnt werden mag, welche eine von Jacobi's letzten und schönsten Ar- 
beiten ist^ so wird man dieser Function die nächste Stelle nach den längst 
in die Wissenschaft aufgenommenen Elementartranscendenten einräumen müssen. 
Auffallender W^eise hat eine so wichtige Function noch keinen andern Namen, 
als den der Transcendente 0, nach der zufälligen Bezeichnung, mit der sie 
zuerst bei Jacobi erscheint; und die Mathematiker würden nur eine Pflicht 
der Dankbarkeit erfüllen, wenn sie sich vereinigten, ihr JacoWs Namen bei- 
zulegen, um das Andenken des Mannes zu ehren, zu dessen schönsten Ent- 
deckungen es gehört, die innere Natur und hohe Bedeutung dieser Transcen- 
dente zuerst erkannt zu haben. 

AbtVs oben erwähnte Arbeiten sind nicht die einzige Leistung ersten 
Ranges dieses hervorragenden Mathematikers; sie sind nicht einmal die be- 
deutendste seiner Leistungen. Seine gröfste Entdeckung hat er in dnem 
Satze niedergelegt, welcher seinen Namen führt und ganz das Gepräge 
seines aufserordentlichen Geistes trägt, dessen characteristische Eigenschaft 
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es war, die Fragen der Wissenschaft in der umfassendsten Allgemeinheit zu 
behandeln. 

Das schon oben bezeichnete Eulersche Theorem — ich rede hier 
von demselben als Princip, nicht von den daraus gezogenen Folgerungen, die 
sich täglich weiter erstreckten — bildete damals auf dem Gebiete, dem es an- 
gehört, die Grenze der Wissenschaft, aber welche hinauszugehen Euler selbst, 
Lagrange und andere Vorgänger Abel's, sich vergebens bemflht hatten. 
Welche Bewunderung mufste daher eine Entdeckung hervorrufen, welche, die 
Integrale aller algebraischen Functionen umfassend, die Grundeigenschaft der- 
selben enthallte. 

Legendre nennt das ^6^/sche Theorem ein monumentum aere peren^ 
nius, und Jacobi bezeichnet denselben Satz, „wie er in einfacher Gestalt 
und ohne Apparat von Calcul den tiefsten und umfassendsten mathematischen 
Gedanken ausspreche, als die gröfste mathematische Entdeckung unserer Zeit, 
obgleich erst eine künftige, vielleicht späte grofse Arbeit ihre ganze Bedeu- 
tung aufweisen könne,'* 

Diese Arbeit hat bereits begonnen, und Jacobi selbst hat daran den 
wesentlichsten Antheil gehabt. 

Der nahe liegende Versuch, die umgekehrten Functionen der Abel-- 
sehen Integrale auf dieselbe Weise, wie es bei den elliptischen mit so gro- 
fsem Erfolge geschehen war, in die Analysis einzuführen, erwies sich bald 
als unausführbar, und verwickelte in unauflöslichen Widerspruch; Aenn Jacobi 
erkannte sogleich, dafs diese umgekehrten Functionen vier- oder mehrfach 
periodisch sein müfsten, während doch eine analytische Function, wenn sie 
wie die elliptischen und Kreisfunetionen einwerlhig, und wo sie nicht unend- 
lich wird, stetig sein soll, nur zwei Perioden zuläfst. Es bedurfte also hier 
eines neuen, verborgenen Gedankens, wenn das Äbehche Theorem nicht un- 
fruchtbar bleiben, wenn es die Basis einer grofsen analytischen Theorie 
werden sollte. 

Nachdem Jacobi mehrere Jahre hindurch den Gegenstand nach allen 
Seiten erwogen hatte, fand er endlich die Lösung des Räthsels darin, dafs 
hier gleichzeitig vier oder mehr Integrale zu betrachten und aus ihnen durch 
Umkehrung zwei oder mehr Functionen von eben so vielen Argumenten zu 
bilden sind. Diese Divination machte er in einer Abhandlung von 10 Seiten 
bekannt, der zwei Jahre später eine umfangreichere folgte, in welcher die ana- 
lytische Natur dieser umgekehrten Function im hellsten Lichte erschien. 
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Gehört auch die später gefundene Darstellung dieser Functionen nicht 
Jacobi, sondern zwei Jüngern Mathematikern von ungewöbnlichem Talente, 
so mufs ich doch auch dieses wichtigen Forlschritles hier insofern erwäh- 
nen, als Jacobi'» Einflufs unverkennbar darin hervortritt. Goepel und Rosen- 
hain haben beide, Jacobi' s oben erwähnte zweite Behandlung der Theorie 
der elliptischen Functionen zum Vorbilde nehmend, ihren schönen Arbeiten 
die Betrachtung von unendlichen Reihen zu Grunde gelegt, deren Bildungs- 
gesetz allgemeiner, aber von derselben Art wie das der Reihe ist, durch welche 
die Jacobische Function ausgedrückt wird. 

Obgleich ich mich bei der eben gegebenen Darstellung von Jacobi's 
Entdeckungen im Gebiete der elliptischen und Abelschen Transcendenten auf 
das Wesentlichste beschrankt habe, so ist dieselbe dennoch zu einem Umfange 
angewachsen, der mich zwingt, die noch zu erwähnenden Leistungen Jacobi's 
hier in eine kurze Übersicht zusammenzufassen, aus welcher ich viele Arbeiten, 
welche nur einzelne Fragen betreffen und das Detail der Wissenschaft ver- 
vollkommnet haben, ausschliefsen mufs. 

Schon oben ist von Jacobi's Untersuchungen über die Kreistheilung 
und die Anwendungen derselben auf die höhere Arithmetik, als zu seinen 
frühesten Arbeiten gehörend, die Rede gewesen. Bei diesen Untersuchungen, 
denen er die Form zum Grunde legte, welche die zuerst von Gaufs gege- 
bene Auflösung der zweigliedrigen Gleichungen später durch Lagrange er- 
halten hatte, traf er in einigen Resultaten mit dem grofsen Mathematiker Caucbjf 
zusammen, der zu derselben Zeit mit ähnlichen Forschungen beschäftigt war 
und dieses Umstandes erwähnte, als er während Jacobi s ersten Aufenthalts 
in Paris seine Arbeiten im Auszuge veröffentlichte. 

Aus einem schönen, aus der Kreistheilung abgeleiteten Satze, auf den 
auch Cauchy gekommen war und nach welchem alle Primzahlen, die bei der 
Division durch eine gegebene Primzahl oder das Vierfache derselben die Ein- 
heit zum Reste lassen, auf eine bestimmte Potenz erhoben, deren Exponent 
blofs von der letzteren Primzahl abhängt, durch die sogenannte quadratische 
Hauptform dargestellt werden, welche die negativ genommene gegebene Prim- 
zahl zur Determinante hat, schöpfte Jacobi die Vermuthung, dafs jener Ex- 
ponent mit der Anzahl der von einander verschiedenen quadratischen For- 
men fibereinstimmen müsse, wetcbe der erwähnten Determinante eatsprecbeo. 
Da sich diese Vermuthung in allen numerischen Beispielen bestätigte, ao trug 
er kein Bedenken, diese Bemerkung in einer kurzen Notiz zu veröffentlieben. 
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Ich glaube den bisher unbekannt gebliebenen Ursprung dieses Resultats nach 
Jacobi's mfindlicher Mittheilung als ein merkwfirdiges Beispiel scharfsinniger 
Induclion hier erwähnen zu massen, obgleich der strenge Beweis desselben 
nicht auf die Kreistheilung gegründet werden zu können, sondern wesentlich 
verschiedene, der Integralrechnung und der Reihenlehre entnommene Princi* 
pien zu erfordern scheint, die erst später in die )Yissenschaft eingefOhrt 
worden sind. 

Die im Jahre 1832 erschienene zweite Abhandlung von Gaufs Ober 
die biquadratischen Reste, die durch den tiefsinnigen Gedanken, complexe 
ganze Zahlen in der höhern Arithmetik gerade so wie reelle zu behandeln, 
und durch das darin aufgestellte Reciprocitfitsgesetz £poche macht, welches 
in der Theorie der biquadratischen Reste zwischen zwei compiexen Prim- 
zahlen Statt findet, gab Jacobi Veranlassung, seine frühem Untersuchungen 
wieder aufzunehmen; und es gelang ihm, den erwähnten schönen Satz von 
Gaufs und einen ähnlichen, welcher sich auf die cubischen Reste bezieht, 
mit grofser Einfachheit aus der Kreistheilung abzuleiten. 

Obgleich Jacobi die eben angefahrten Untersuchungen und andere da- 
mit zusammenhängende, die ich nicht einmal andeutungsweise bezeichnen kann, 
in den Jahren 1836-39 vollständig niedergeschrieben hat, so ist er doch 
nie dazu gekommen, sie durch den Druck zu veröffentlichen. Seine Zögernng 
entsprang aus dem Wunsche, einigen seiner Resultate eine gröfsere Ausdeh- 
nung zu geben; wozu er, vdn so vielen andern Arbeiten in Anspruch ge- 
nommen, die nöthige Mnfse nicht gefunden hat. Ein Theil seiner Forschungen, 
und namentlich die schon erwähnten Beweise der Reciprocitätssätze sind je- 
doch einigen deutschen Mathematikern durch Nachschriften der Vorlesungen 
bekannt geworden, welche er im Winter 1836-37 in Königsberg Ober die 
Kreistheilung und deren Anwendung auf die Theorie der Zahlen gehalten hat. 

Eine andere höchst ergiebige Quelle fflr die höhere Arithmetik hat 
Jacobi in der Theorie der elliptischen Functionen entdeckt, aus welcher er 
schöne Sätze Ober die Anzahl der Zerlegungen einer Zahl in 2, 4, 6 und 8 
Quadrate, so wie andere Ober solche Zahlen abgeleitet hat, welche gleich- 
zeitig in mehreren quadratischen Formen enthalten sind. Diese wichtigen 
Bereicherungen der Wissenschaft sind eine Frucht der oben erwähnten Ein*^ 
fflbmng der JocoMschen Function in die Theorie der elliptischen Trans- 
cendenten. 



208 i3. Dirichleij Gedächinifsrede auf C. G. J. Jacobi. 

Jacobi hat sich wiederholt mit der Reduction und Werthbestimmang 
doppelter und vieiracher Integrale beschäftigt. Ich erwähne hier besonders 
der einfachen Methode, durch welche er die Bestimmung der Oberfläche eines 
ungleichaxigen Eliipso'ids auf elliptische Integrale von der ersten und zweiten 
Gattung zurflckfährt; welche Zurflckführung Legendre, zu dessen schönsten 
Leistungen sie gehört, nur mit Hülfe sehr verborgener Eigenschaften der In- 
tegrale der dritten Gattung gelungen war. In einer andern hierher gehörigen 
Abhandlung hat Jacobi das Eulersc\ie Additionstheorem auf doppelte Integrale 
ausgedehnt, und bald darauf bemerkt, wie auch der Abehche Satz einer ähn- 
lichen Erweiterung fähig sei. 

Von Jacobi's Arbeiten Ober das eben genannte Capitel der Integral- 
rechnung ist nur ein Theil veröffentlicht worden. Eine grofse Abhandlung, 
welche die Attraction der Ellipsolden zum Gegenstande hat, obgleich seit langer 
Zeit beinahe vollendet, ist bisher ungedruckt geblieben, und nur durch einige 
gelegentliche Notizen bekannt geworden. Als er sich mit dem erwähnten 
Problem beschäftigte, kam er auch auf den schönen, von Poisson um dieselbe 
Zeit gefundenen Satz, nach welchem die Anziehung, welche eine unendlich 
dOnne, von zwei concentrischen, ähnlichen und ähnlich-liegenden ellipsoidischen 
Flächen begrenzte Schale auf einen Punct im äufseren Räume ausübt, ohne 
Integralzeichen dargestellt werden kann. Jacobi hat dieses Umstandes nie 
öffentlich Erwähnung gethan, obgleich er sich dabei auf das Zeugnifs mehrerer 
Mathematiker hätte berufen können, denen er den Satz mitgetheilt , hatte, ehe 
die erste Anzeige der Pomonschen Abhandlung erschienen war. 

Mit den eben besprochenen Untersuchungen hängt eine andere Arbeit 
Jacobi's zusammen, die wegen ihres überraschenden Resultats hier nicht 
unerwähnt bleiben darf. Maclaurin hat bekanntlich zuerst gezeigt, dafs eine 
homogene flüssige Masse mit Beibehaltung ihrer äufsern Gestalt sich gleich- 
förmig um eine feste Axe drehen kann, wenn diese Gestalt die eines Ro- 
tationsellipsoids ist; und dieses schöne Resultat ist später von d'AlenAert 
und Laplace durch den Nachweis vervollständigt worden, dafs jedem Werthe 
der Winkelgeschwindigkeit, wenn dieser unter einer gewissen Grenze liegt, 
zwei, und nur zwei solche Ellipsolden entsprechen. Lagrange scheint zuerst 
an die Möglichkeit gedacht zu haben, dafs auch ein ungleichaxiges Ellipsold 
den Bedingungen der Permanenz genügen könne; wenigstens geht dieser grofse 
Mathematiker in seiner analytischen Mechanik bei Behandlung dieser Frage 
von Formeln aus, welche für ein beliebiges Ellipsold gelten. Indem er aber 
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so zu zwei za erfallenden Gleichungen gelangt, in welchen die beiden Äqua- 
torialaxen auf eine symmetrische Weise enthalten sind, zieht er aus dieser 
Symmetrie den Schlufs, dafs jene Axen gleich sein müssen, während doch 
nur daraus folgt, dafs sie gleich sein können, wo dann beide Gleichungen 
in eine und mit der von Maclaurin zuerst aufgestellten und von d'Alernhert 
und Laplace discutirten zusammenfallen. 

Der Verfasser eines bekannten Lehrbuchs, der in der Darstellung 
dieses Gegenstandes hayrange gefolgt ist, und den eben erwähnten über- 
eilten Scblufs mit dem Worte „nothwendig'^ begleitet, erregte zuerst Jacobi's 
Verdacht, welcher bei genauerer Betrachtung jener zwei Gleichungen, zu seiner, 
und gewifs aller Mathematiker grofsen Überraschung bald fand, dafs auch ein 
uQgleichaxiges Ellipsoid den Bedingungen des Gleichgewichts genügen kann. 

Der Veranlassung, welche Jacobi in seinen Untersuchungen über die 
Attraction der Ellipsoiden fand, sich mit den Flächen zweiten Grades zu be- 
schäftigen, verdankt man die Kenntnifs mehrerer interessanter Eigenschaften, 
und einer höchst eleganten Erzeugungsweise dieser Flächen. Die mir ge- 
stellten Grenzen zwingen mich, mich auf diese Andeutung zu beschränken, 
und Jacobi' s übrige, der Geometrie gewidmeten Arbeiten nur dem Gegen- 
stand nach zu bezeichnen. Ich nenne daher nur die Abhandlung über ein 
Problem der Elementargeometrie, welches vor ihm nur in speciellen Fällen 
behandelt worden war, und dessen vollständige Lösung er aus der Theorie 
der elliptischen Transcendenten ableitet; seine Untersuchungen Ober die An- 
zahl der Doppeltangenten algebraischer Gurven, und einige kleinere Aufsätze, 
in welchen er Sätze über die Krümmung der Flächen und kürzesten Linien 
mit grofser Einfachheit auf rein synthetischem Wege beweiset. 

Zu Jacobi's wichtigsten Untersuchungen gehören diejenigen über die 
analytische Mechanik. HamiUon hatte die interessante Entdeckung gemacht, 
dafs die Integration der Differentialgleichungen der Mechanik sich immer auf 
die Lösung von zwei simultanen partiellen Differentialgleichungen zurückführen 
läfst; aber diese Entdeckung war, wie merkwürdig sie auch erscheinen mufste, 
völlig unfruchtbar geblieben, bis Jacobi sie von einer unnöthigen Gomplication 
befreite, indem er zeigte, dafs die zu findende Lösung nur einer der beiden 
partiellen Differentialgleichungen zu genügen braucht. Indem er vermittels 
der so vereinfachten Theorie, um nur eine der zahlreichen Anwendungen an- 
zuführen, das noch ungelösete Problem behandelte, die geodätische Linie auf 
dem ungleichaxigen Ellipsoid zu bestimmen, gelang es ihm, mit Hülfe eines 
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analytischen Instruments, welches sich schon fräher in seinen Händen als sehr 
wirksam gezeigt halte und jetzt unter dem Namen der elliptischen Coordinaten 
allgemein bekannt ist, die partielle Differentialgleichung zu integriren, und so 
die Gleichung der geodätischen Linie in Form einer Relation zwischen zwei 
Abelschen Integralen darzustellen. Diese Jacobische Entdeckung ist die Grund* 
läge eines der schönsten Capilel der höhern Geometrie geworden, welches 
deutsche, französische und englische Mathematiker wetteifernd ausgebildet haben. 

Durch den oben erwähnten Zusammenhang zwischen einem Systeme 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen und einer partiellen Differentialglei- 
chung wurde er, die Sache in umgekehrter Ordnung betrachtend, zur Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen zurückgeführt, mit welcher er sich schon 
in einer seiner frühesten Abhandlungen über die Pfa/ßche Methode beschäf- 
tigt hatte, und gelangte jetzt zu dem Resultate, dafs von der ganzen Reihe 
von Systemen, deren successive Integration Pfa/f fordert, die Behandlung 
des ersten alle übrigen überflüssig macht, dafs also schon der erste Schritt 
der früheren Methode vollständig zum Ziele führt. 

Einen ähnlichen Charakter hat die Vervollkommnung, welche die Va- 
riationsrechnung Jacohi verdankt. Während zur Existenz eines Maximum's 
oder Minimumes das Verschwinden der ersten Variation nothwendig ist, so 
ist diese Bedingung allein nicht ausrechend, und erst die Beschaffenheit der 
zweiten Variation entscheidet, ob ein Maximum, oder ein Minimum, oder keines 
von beiden stattfindet. Zufolge der Theorie, wie sie Jacobi vorfand, waren 
nach den Integrationen, die durch das Verschwinden der ersten Variation ge- 
fordert werden, neue Integrationen zu leisten, um die zweite Variation zu 
discutiren; Jacobi zeigte, dafs die ersteren die letzteren involviren, so dafs 
also auch hier die vollständige Lösung der Aufgabe bereits mit der Vollendung 
des ersten Schrittes gegeben ist. 

Wenn es die immer mehr hervortretende Tendenz der neuern Ana- 
lysis ist, Gedanken an die Stelle der Rechnung zu setzen, so giebt es doch 
gewisse Gebiete in denen die Rechnung ihr Recht behält. Jacobi, der jene 
Tendenz so wesentlich gefördert hat, teistete vermöge seiner Meisterschaft 
in der Technik auch in diesen Gebieten Bewundernswürdiges. Dahin gehören 
seine Ahandlungen über die Transformation homogener Functionen zwei- 
ten Grades; über Elimination; Ober die simultanen Werthe, welche einer An- 
aahl von algebraischen Gleichungen genügen ; über die Umkehrung der Reihen^ 
und über die Theorie der Determinanten. In dem letztgenannten Capitel Ter- 




iS. Dirichletj Gedächinifsrede auf C. 6. J. Jacohi. 211 

dankt man ihm eine ausgebildete Theorie der von ihm mit dem Namen der 
Functional - Determinanten bezeichneten Ausdrucke. Indem er die Analogie 
dieser Ausdrücke mit den Differentiaiquotienten weit verfolgte^ gelangte er zu 
einem allgemeinen Principe, welches er das Princip des letzten Multiplicators 
nannte, und welches bei Tast allen, in den Anwendungen vorkommenden In- 
tegrationsproblemen die letzte Integration zu bewerkstelligen das Mittel giebt, 
indem es den dazu errorderlichen integrirenden Factor a priori angiebt. 

Der Einflurs welchen Jacobi auf die Fortschritte der Wissenschaft 
geäbt hat, würde nur unvollständig hervortreten, wenn ich nicht seiner Thätig- 
keit als öffentlicher Lehrer Erwähnung thäte. Es war nicht seine Sache, 
Fertiges und Überliefertes von neuem zu überliefern; seine Vorlesungen be- 
wegten sich sämmtlich aufserhalb des Gebiets der Lehrbücher, und umfafsten 
nur diejenigen Theile der Wissenschaft, in denen er selbst schaffend aufge- 
treten war; und dafs hiefs bei ihm, sie boten die reichste Fülle der Ab- 
wechselung. Seine Vorträge zeichneten sich nicht durch diejenige Deutlichkeit 
aus, welche auch der geistigen Armuth oft zu Theil wird, sondern durch eine 
Klarheit höherer Art. Er suchte vor Allem die leitenden Gedanken, welche 
jeder Theorie zu Grunde liegen, darzustellen; und indem er Alles was den 
Schein der Künstlichkeit an sich trug entfernte, entwickelte sich die Lösung 
der Probleme so naturgemäfs vor seinen Zuhörern, dafs diese Ähnliches 
schaffen zu können die Hoffnung fassen durften. Wie er die schwierigsten 
Gegenstände zu behandeln wufste, konnte er seine Zuhörer mit Recht durch 
4ie Versicherung ermuthigen, dafs sie in seinen Vorlesungen sich nur ganz 
einfache Gedanken anzueignen haben würden. 

Der Erfolg einer so ungewöhnlichen Lebrart, wie ich sie eben ge- 
schildert habe und wie sie nur einem schöpferischen Geiste zu Gebote steht, 
war wahrhaft anfserordentlich. Wenn jetzt in Deutschland die Kenntnifs der 
Methoden der Analysis in einem Grade verbreitet ist wie zu keiner frühem 
Zeit, wenn zahlreiche jüngere Mathematiker die Wissenschaft nach allen 
Richtungen erweitern und bereichern: so heX Jacobi an einer so erfreulichen 
Erscheinung den wesentlichsten Antheil. Fast alle sind seine Schüler ge- 
wesen; selten ist ein aufkeimendes Talent seiner Aufmerksamkeit entgangen; 
keinem, sobald er es erkannt, hat sein fördernder Rath, seine aufmunternde 
Theilnahme gefehlt. 

Ich habe mich eben bemüht, Jacobi als Erfinder und in seiner Wirk« 
samkeit als Lehrer darzustellen. Soll ich jetzt den Versuch wagen, ihn zu 
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schildern, wie er aufserhalb der wissenschaftlichen Sphäre Denen erschien, die 
den mathematischen Wissenschaften fern stehen, so murs ich es als den Grund* 
zug seines Wesens bezeichnen, dafs er ganz in der Welt der Gedanken lebte^ 
und dafs in ihm Das, wozu es bei den meisten, selbst bedeutenden Menschen 
eines besondern Anlaufs bedarf, das Denken, zum habituellen Zustande und 
wie zur zweiten Natur geworden war. Wenn etwas im Leben, oder in der 
Wissenschaft, einmal seine Aufmerksamkeit erregt hatte, so ruhte er nicht, bis 
er es zu eignen Gedanken verarbeitet hatte; und mit dieser ununterbrochenen 
geistigen Thätigkeit war in ihm ein so seltenes Gedächtnifs vereinigt, dafs er 
Alles, womit er sich einmal beschäftigt hatte, sich sogleich vergegenwärtigen 
und darüber verfugen konnte. 

Der unerschöpfliche Vorrath an Wissen und eigenen Gedanken, wel- 
cher Jacobi jeden Augenblick zu Gebote stand, eine seltene geistige Beweg- 
lichkeit, durch die er sich jedem Alter, jeder Fassungskraft anzupassen wufste, 
und eine eigenthflmlich humoristische, die Dinge scharf bezeichnende Aus- 
drucksweise verliehen dem grofsen Mathematiker auch im geselligen Verkehr 
eine ungewöhnliche Bedeutung, die noch durch die Bereitwilligkeit, wissen- 
schaftliche Fragen aus dem Stegreif zu behandeln, erhöht wurde. Diese Be- 
reitwilligkeit entsprang aus dem innersten Wesen seiner Natur, die in der 
Überwindung von Schwierigkeiten ihre eigentliche Befriedigung fand, und es 
lag daher für ihn ein ganz besonderer Reiz darin, wissenschaftliche Ergeb- 
nisse durch einfache Betrachtungen selbst Solchen verständlich zu machen, 
denen die dazu scheinbar unentbehrlichen Vorkenntnisse fehlten. Nur mufste 
er, um einen solchen Versuch anzustellen, die Überzeugung haben, dafs Die, 
mit welchen er sich unterhielt, ein wirkliches Interesse an der Sache nahmen. 
Wo er hingegen gedankenlose Neugier zu bemerken glaubte, oder entschiedene 
Meinungen mit Selbstgefälligkeit von Solchen aussprechen hörte, die sich nie 
die harte Arbeit des Selbstdenkens zugemuthet hatten, verliefs ihn die Geduld, 
und er machte dann gewöhnlich der Unterhaltung durch eine ironische, nicht 
selten scharf abweisende Bemerkung ein Ende. Man hat ihm oft vorgeworfen, 
dafs er sich bei solchen Anläfsen seiner geistigen Kraft zu sehr bewufst ge* 
zeigt habe. Aber Die, welche ihn so beurtheilen, wfirden vielleicht ihre Mei- 
nung geändert haben, hätten sie den Preis gekannt, um welchen er das Recht 
auf ein solches Bewufstsein erlangt hatte. Ein Brief aus dem Jahr 18249 
aus einer Zeit also, zu welcher Jacobi noch völlig unbekannt war und da- 
her durchaus kein Interesse haben konnte, seine geistigen Kämpfe mit aber- 



/ 

iS. Dirichlei, Gedächinifsrede auf C. G. J. Jacobi 213 

triebenen Farben zu schildern^ enthält folgende Stelle, die ich als merkwür- 
digen Beitrag zur Characteristik des aufserordentlichen Mannes hier wörtlich 
mittheile. Jacobi war damals eben 20 Jahre alt geworden und seit etwa 
einem Jahre ausschliefslich mit mathematischen Studien beschäftigt. 

^Es ist eine saure Arbeit, die ich gethan habe, und eine saure Arbeit, 
in der ich begriffen bin. Nicht Fleifs und Gedächtnifs sind es, die hier zum 
Ziele fähren; sie sind hier die untergeordnetsten Diener des sich bewegenden 
reinen Gedankens. Aber hartnäckiges, hirnzersprengendes Nachdenken erheischt 
mehr Kraft als der ausdauernste Fleifs. Wenn ich daher durch stete Übung 
dieses Nachdenkens einige Kraft darin gewonnen habe, so glaube man nicht, 
es sei mir leicht geworden, durch irgend eine glOckliche Naturgabe etwa. 
Saure, saure Arbeit hab' ich zu bestehen, und die Angst des Nachdenkens 
hat oft mächtig an meiner Gesundheit gerOttelt. Das Bewufstsein freilich der 
erlangten Kraft giebt den schönsten Lohn der Arbeit, so wie wiederum die 
Ermuthigung, fortzufahren und nicht zu erschlaffen. Gedankenlose Menschen, 
denen jene Arbeit und jenes Bewufstsein also auch ein ganz fremdes ist, 
suchen diesen Trost, der doch allein machen kann, dafs man auf der schwie- 
rigen Bahn den Muth nicht sinken läfst, dadurch zu verkümmern, dafs sie das 
Bewufstsein ein eignes, freies zu sein — denn nur in der Bewegung des Ge- 
dankens ist der Mensch frei und bei sich — unter dem Namen Eigendünkel 
oder Anmaafsung gehässig machen. Jeder der die Idee einer Wissenschaft in 
sich trägt, kann nicht anders als die Dinge darnach abschätzen, wie sich der 
menschliche Geist in ihnen offenbart: nach diesem grofsen Maafsstabe mufs ihm 
daher Manches als geringfügig vorkommen, was den Andern ziemlich preis- 
würdig erscheinen kann. So hat man auch mir oft Anmaafsung vorgeworfen, 
oder, wie man mich am schönsten gelobt hat, indem man einen Tadel auszu- 
sprechen meinte, ich sei stolz gegen alles Niedere und nur demüthig gegen 
das Höhere. Aber jener unendliche Maafsstab, den man an die Welt in sich 
und aufser sich legt, hindert vor aller Überschätzung seiner selbst, indem man 
immer das unendliche Ziel im Auge hat, und seine beschränkte Kraft. In je- 
nem Stolze und jener Demuth will ich immer zu beharren streben, ja immer 
stolzer und immer demüthiger werden.** 

Dafs es bei Jacobi keine blofse Phrase war, wenn er von sich sagt, 
dafs er die Dinge danach abschätze, wie sich der menschliche Geist in ihnen 
offenbare, und dafs er wirklich Alles was die Welt der Gedanken nicht be- 
rühre, wenn nicht mit Gleichgültigkeit, doch mit Gleichmuth bebandelte, hat 
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er in den schwierigsten Lagen seines Lebens gezeigt. Am bewundrungs wür- 
digsten offenbarte sich dieser wahrhaft philosophische Gleichmuth als ihn das 
UnglQck traf, sein ganzes, von seinem Vater ererbtes Vermögen zn verlieren: 
ein Verlust der ihm um so empfindlicher hätte sein können, als er, seit zehn 
Jahren verheirathet, für eine zahlreiche Familie zu sorgen hatte. Wer ibn 
damals sah, als er herbeigeeilt war, um seiner von ähnlichem Verluste betrof- 
fenen Mutter mit Rath und That beizustehen, konnte in seiner Stimmung nicht 
die geringste Veränderung wahrnehmen. Er sprach mit demselben Interesse 
wie immer von wissenschaftlichen Dingen, und klagte nur darOber, dafs die 
unerwartete Reise ihn aus einer Untersuchung gerissen habe, die ihn gerade 
lebhaft beschäftigte. 

Wie Jacobfs Gedankencullus sich in der Anerkennung von AbeVs 
grofser Entdeckung kund gab, habe ich schon früher erwähnt. Einen ähn- 
lichen Sinn zeigte er für alles geistig Bedeutende; nnd auf ihn findet der 
Ausspruch eines alten Schriftstellers keine Anwendung, dafs die Menschen 
eigentlich nur Das bewundern, was sie selbst vollbringen zu können glauben. 
Seine Anerkennung umfafste das ganze geistige Gebiet, und in seiner Wissen- 
schaft war Jacobi's Freude über eine fremde Erfindung um so lebhafter, je 
mehr sich diese durch ihr Gepräge von seinen eignen Schöpfungen unter- 
schied. Es war eine ihm natürliche Bewegung, in solchem Falle den Aus- 
druck seines Beifalls durch das Geständnifs zu verstärken, dafs er diesen 
Gedanken nie gehabt haben würde. 

Es bleibt mir nun noch übrig. Das was ich oben von Jacoh^s änfsem 
Lebensverhältnissen erwähnt habe, mit wenigen Worten zu vervollständigen. 

Als er seine Untersuchungen über die elliptischen Functionen bekannt 
zu machen anfing, war er noch Privatdocent; die Bewunderung, welche seine 
Entdeckungen bei allen Denen erregten, denen in solchen Dingen ein Urtheil 
zustand, hatte die Folge, dafs er sogleich zum anfserordentlichen, und bald 
darauf zum ordentlichen Professor befördert wurde. 

Indem ich von der Aufnahme rede, welche AheVs und Jacobi'e Ent- 
deckungen — denn beider Namen sind hier unzertrennlich — bei allen Facb- 
genossen fanden, kann ich nicht umhin, des Mannes namentlich zu erwähnen^ 
der durch seine vieljährigen Forschungen ganz besonders berufen war, den 
unerwarteten Fortschritt nach seiner ganzen Bedeutung zu würdigen. Legendre, 
der seine Zeitgenossen so oft der Theilnahmlosigkeit angeklagt und nooh kurz 
vor jener Zeit das Bedauern ausgesprochen hatte, dafs seine Lieblingswiaaen*- 
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Schaft, von allen Andern verlassen, durch ihn allein erst nach 40jahriger Ar- 
beit, wie er glaubte, zum Abschlurs gekommen sei, begrorste Abefa und 
Jacobi's Entdeckungen, welche die Theorie weit über die Grenzen hinaus- 
fährten, die ihm selbst durch die Natur des Gegenstandes gesetzt schienen, 
mit so warmer, ja enthusiastischer Anerkennung, dafs es schwer zu sagen 
ist, wen eine solche Anerkennung mehr ehrte: die jungen Mathematiker, 
welchen sie am Eingange ihrer Laufbahn zu Theil ward, oder den edlen Alt- 
meister, der, fast am Ziele angelangt, sich solcher Gefühlswärme fähig zeigte. 

Eine nicht minder ehrenvolle Auszeichnung war es, als bald darauf 
die Pariser Akademie, obgleich sie keine Preisbewerbung Ober die Theorie 
der ellipttschen Functionen eröffnet hatte, AbeVs und Jacobi's Arbeiten, als 
der wichtigsten Entdeckung der Zeit, einen ihrer grofsen mathematischen Preise 
zuerkannte und zwischen Jacobi und AbeVs Erben theilte. 

Ich mufs mich darauf beschränken, hier die Beweise der Anerkennung 
zu erwähnen, welche Jacobi's Eintritt in die wissenschaftliche Laufbahn be- 
zeichneten; die mir gesteckten Grenzen gestatten mir nicht, alle die. Auszeich- 
nungen anzufahren, die ihm auch später in so reichem Maafse zu Theil wurden, 
und deren Erwähnung in einer ausführlichen Biographie nicht fehlen dflrfte. 

Bald nachdem Jacobi im Jahre 1829 seine „Fundamenta nova theo-- 
riae funct. eUipt/', die nur einen Theil seiner Untersuchungen über diesen 
Gegenstand enthalten, veröffentlicht hatte, machte er die erste gröfsere Reise 
in*s Ausland, schlug den Weg über Göttingen ein, um Gaufs persönlich ken- 
nen zu lernen, und wandte sich dann nach Paris, wo er mehrere Monate 
sich aufhielt und wo damals, aufser Legendre, mit dem er seit längerer Zeit 
in naher brieflicher Yerbinduug stand und für den er immer eine grofse Pietät 
bewahrt hat, noch Fourier, Poisson und andere hervorragende Mathematiker, 
die Jacobi fiberlebt haben, vereinigt waren. 

Eine zweite Reise ins Ausland unternahm Jacobi, der seit 1831 mit 
einer Frau von hervorragender Geistesbildung verheirathet war, erst wieder 
im Jahre 1842^ in Gesellschaft seiner Frau. Die Veranlassung zu dieser Reise 
war für ihn zu ehrenvoll, als dafs ich sie unerwähnt lassen könnte. Dem er- 
leachteten Staatsmanne, welcher damals an der Spitze der Verwaltung in der 
Provinz Preufsen stand, schien es im Interesse der Wissenschaft wfinschens- 
werth, dafs Bessel und Jacobi einmal der schon oft an sie ergangenen Auf- 
forderung zur Tbeilnahme an der jährlich in England Statt findenden Gelebr- 
tenversammlong Folge leisteten, und er stellte daher bei dem Könige den 
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Antrag aaf BewilligiiDg der Kosten zu einer solchen Reise; welchem Antrage 
Sr. Majestät mit Königlicher Munificenz zu willfahren geruhte. 

Bald nach seiner Rückkehr von dieser Reise zeigten sieb bei JacM 
die Symptome einer leider unheilbaren Krankheit. Er schwebte längere Zeit 
in der gröfsten Gefahr; und als diese endlich für den Augenblick beseitigt 
war, erklärten seine Ärzte zu seiner Kräftigung einen längeren Aufenthalt in 
einem südlichen Klima für nothwendig. Diese ärztliche Erklärung setzte 
Jacobi in nicht geringe Verlegenheit, aber diese Verlegenheit war nicht von 
langer Dauer, denn die Lage der Sache war nicht sobald durch unsern Col- 
legen Alex, von Humboldt y dessen gewichtige Vermittelung nirgend fehlt, 
wo es die Ehre der Wissenschaft und das Wohl ihrer Vertreter gilt, zur 
Kenntnifs Sr. Majestät des Königs gelangt, als durch einen neuen Act König- 
licher Grofsmuth eine ansehnliche Summe zu einer Reise nach Italien ange- 
wiesen wurde. 

Das milde Klima von Rom, wo Jacobi den Winter zubrachte, wirkte 
so wohitbätig auf ihn, dafs Die welche ihn dort sahen, weit entfernt, in ihm 
einen Reconvalescenten zu erkennen, über seine wahrhaft aufserordentliche 
Thätigkeit erstaunen mufsten. Er schrieb nicht nur während der 5 Monate 
seines dortigen Aufenthalts, aufser mehreren kleinern Aufsätzen, welche in 
einer wissenschaftlichen Zeitschrift in Rom selbst erschienen, eine wichtige, 
sehr umfangreiche, für das Crellesche Journal bestimmte Abhandlung, sondern 
unternahm auch die Vergleichung der im Vatican aufbewahrten Handschriften 
des Diophantus, mit welchem er sich seit längerer Zeit angelegenllieh be- 
schäftigt hatte. 

In sein Vaterland zurückgekehrt, wurde er von Königsberg nach Berlin 
versetzt, wo das wenigstens relativ mildere Klima seine Gesundheit weniger 
zu bedrohen schien. Ohne hier der Universität anzugehören, hatte er nur 
die Verpflichtung Vorlesungen zu halten, so weit es mit der Schonung, deren 
sein Gesundheitszustand so sehr bedurfte, verträglich sein würde. Seine schrift- 
stellerische Thätigkeit während seines hiesigen Aufenthalts stand gegen die der 
besten Königsberger Zeit, kaum zurück; wie es die hier in etwa 6 Jahren 
geschriebenen Abhandlungen bezeugen, welche zwei starke Quartbände füllen. 

Zu Anfange des Jahres 1851 hatte er einen Anfall der Grippe so be-* 
stehen; da er sich jedoch schnell erholte und wieder mit grofsem Eifer so 
arbeiten anfing, durften seine Freunde sich der Hoffnung überlassen^ dafs 
er ihnen und der Wissenschaft noch lange erhalten bleiben würde, ab er 
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plOUlich am Uten Februar von neuem erkrankte. Sein Zustand erregte so- 
gleicb die gröfsten Besorgnisse, und als man nach einigen Tagen etkannte, 
dafs er von den Blattern ergriffen sei, die auf dem durch das alte Übel un- 
terwOhlten Boden den bösartigsten Character zeigten, schwand jede Hoffnung. 
Den 18ten Februar Abends 11 Uhr acht Tage nach seiner Erkrankung erlag 
er ohne Kampf. 

Jacobi's wissenschaftliche Laufbahn umfafst gerade ein Vierteljahr* 
hundert, also einen weit kflrzeren Zeitraum als die der meisten frfihern Ha-* 
thematiker ersten Ranges, und kaum die Hfilfte der Zeit Aber welche sich 
Euler' 8 Wirksamkeit erstreckt hat, mit dem er, wie durch Vielseitigkeit und 
Fruchtbarkeit, so auch darin die gröfste Ähnlichkeit hat, dafs ihm alle Hfllfs- 
mittel der Wissenschaft immer gegenwartig waren und jeden Augenblick zu 
Gebote standen. 

Der Tod, welcher ihn so frflb und so plötzlich im Besitze seiner vol- 
len Kraft von der Arbeit hinweggenommen, hat der Wissenschaft die grofsen 
Bereicherungen nicht gegönnt, die sie von Jacobi's nie ermüdender Thfitig-* 
keit noch erwarten durfte. Indem ich dies ausspreche, thue ich es nicht nur 
in der Voraussetzung, dafs in einem solchen Geiste die schöpferische Kraft 
nur mit der physischen zugleich erlöschen konnte, ich habe auch eine Reihe 
von fast vollendeten Arbeiten vor Augen, an die er selbst in kurzer Zeit — 
vielleicht wfthrend des Drucks, wie er es in der letzten Zeit so gern that — 
die letzte Hand hätte legen können und die jetzt durch seine Freunde als 
Bruchstocke, in unvollkommener Form ans Licht treten mfissen. Noch wfih* 
rend seiner Krankheit, kaum vier Tage vor seinem Tode, beklagte er das 
Mifsgeschick, welches über vielen seiner gröfsern Arbeiten gewaltet habe, die 
Krankheit oder häusliches UnglOck unterbrochen habe. Wenn ich dann, setzte 
er wehmflthig hinzu, später an die Arbeit zurückkehrte, habe ich lieber etwas 
Neues anfangen, als Untersuchungen wieder aufnehmen wollen, die so traurige 
Erinnerungen in mir erweckten. Aber ich sehe ein, dafs ich nicht länger 
zögern darf, jene altern Arbeiten, denen ich einen so. grofsen Theil meiner 
besten Kraft gewidmet habe, der Öffentlichkeit zu übergeben, wenn sie noch er- 
folgreich in den Gang der Wissenschaft eingreifen sollen. Glücklicherweise be- 
darf es dazu nur sehr kurzer Zeit, die mir ja hoffentlich nicht fehlen wird. 
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14. 

Über eine neue Verwandtschaft zwisehen ebenen 

Figuren. 

(Von dem Herrn Prof. Möbius za Leipzig.) 



(Ans d«n Berichten der K5iiiglich-Sichaitohen Geaelltehaft der WisseaidMifte« Tom 5, Febr. 1S93.) 



In meinem letzten Berichte (Sitzung am 16. Oct. 1852, S. 41 bis 54) 
habe ich gezeigt, wie aas Sfitzen der Longimetrie, auf einem durch das Gebiet 
des Imaginären fahrenden Wege, entsprechende Sfitze der Planimetrie gefunden 
werden können, und habe am Schlüsse jenes Berichts bemerkt, dafs ich auf 
diesem Wege, von der Coilineationsverwandtschaft ausgehend, welche zwisdien 
Systemen von Puncten in geraden Linien besteht, zu einer neuen Verwanilt* 
Schaft zwischen ebenen Figuren gelangt bin. Dieses nfiher zu erörtern und 
das Wesen der neuen Verwandtschaft darzulegen, ist der Zweck des jetzigen 
Berichts. 

1. Im ^Baryc. Calcul'' ist (S. 244), wenn A, B, C, D vier befiebig 
in einer Geraden liegende Puncto sind, das Verhfiltnifs zwischen den Ver- 
hfiltnissen, nach welchen der zwischen zweien der vier Puncto enthaltene 
Abschnitt der Geraden, etwa AB, in den beiden andern Puncten C nnd D 
getheilt wird, das Vorhfiltnifs 

AC AD 

ein DoppelschnitUverhdltni/s genannt und (S. 251) bewiesen worden, dafii, 

wenn bei einem Systeme von n Puncten A, B, C, D, E, ...m einer Geraden 

die n — 3 Doppelscbnittsverhfiltnisse 

AC AD AC AE 

Ca 'DB' US' EB' ®^^' 

welche gewisse drei Puncto A, B, C des Systems mit jedem der n— 3 flbrigen 
D, E, . .. bilden , gegeben sind , daraus alle übrigen aus den n Puncten m 
bildenden Doppelschnitts verhfiltnisse unzweideutig gefunden werden können. 
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2. Betrachten wir jetzt ein System von nPnncten A, B, C, D, E, ... 
in einer Ebene; beseiciinen^ wie im vorigen Beriokte S. 43, mit (AC) den 
complezen Wertli der Strecke AC, nnd nennen 

[AC] . LAD] 

das compUxe DoppeherhUltnife zwisclien A, B, C, D, wfibrend 

AC AD 
CU'TJß 

das reelle Doppetverhdltnife zwischen denselben vier Puncten beifsen soll : so 
wird sich nach den dort (S. 44) gemachten Schlüssen, ans den n—S complexen 
Doppelschnittsverbfiltnissen zwischen A, B, C, D, zwischen A, B, C, E, n. s. w. 
jedes der übrigen complexen Doppelschnittsverhfiltnisse des Systems finden 
lassen; nnd Dies nach denselben Regeln, welche im baryc. Calcnl, S. 249 
nnd 250, für reelle Doppelschnittsverhaltnisse bei einem Systeme von Pnncten 
in einer Geraden aufgestellt worden. 
Nnn ist (vor. Ber. S. 52.) 

folglich )^'^^^^(^)^ wo 

fl = ^:^ und a=^CB'AC-DB'AD. 

Dabei bedeutet in der Gleichung für a, CB eine durch B und C zu 
legende Gerade, deren positive Richtung, ob sie von B nach C, oder von 
C nach B gehen soll, erst noch bestimmt werden mufs; nnd Dasselbe gilt 
von den drei übrigen Geraden AC, DB, AD. Man kann daher auch 

a = CB'CA-DB'DA 

schreiben, und wenn man von jetzt an die durch CB, CA, DB und DA aus- 
gedrückten Richtungen dieser Geraden als die positiven nimmtT 

a = BCA — BDA (v. B. S. 47), = ADD — ACB. 

Auch wird bei dieser Annahme a eine positive Zahl 
Es ist aber die complexe GrOfse 

aq>{a\ = acosa-|*a|/— l.sina 
gegeben, wenn, a und a gegeben sind; nnd umgekehrt ist a sowohl als a 
gegeben, wenn es (up{a) ist Dies führt uns zu dem Schlimie, dtfs^ wenn 

28» 
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bei Doserem Systeme von nPancten in einer Ebene die n — 3 Doppelschnitte- 
Verhältnisse 

AC AD AC AE 

CS 'DB' imiSB' ^^^• 

und die n — 3 Winfcel-Untersobiede 

ACB — ADB, ACB-AEB, etc. 

gegeben sind, ans diesen 2ii — 6 Grörsen alle übrigen ans je vier Pnncten 
des Systems zu bildenden Doppelscbnittsverhfiltnisse und Winl^elsummen un- 
zweideutig gefunden werden können. 

3. Hat man daher ein System von nPuncten A, B, C, D, ... in 
einer Ebene ^ und construirt gleichfalls in einer Ebene ein zweites System 
von n Puncten A\ B\ C\ D^, ..., indem man Ä, B, C willkObrlich nimmt, 
jeden folgenden Punct aber, wie D\ mit HOlfe des gleichnamigen Punctes D 
im erstem Systeme so bestimmt, dafs 

, .. äC Aiy , AC AD , 
(rf) WWlyK = CF- DA "^"^ 

iß) AC'V-ÄDW = ACB-ADB 

ist, so wird auch jedes andere Doppelschnittsverhfiltnifs und jeder andere 
{\n der vorigen Bedeutung genommene) Winkel-Unterschied des einen Systems 
dem entsprechenden Doppelschnittsverhfiltnisse und dem entsprechenden Winkel- 
Unterschied im andern Systeme gleich sein. 

Diese Gleichheit der Doppelschnittsverhfiltnisse und der Winkel-Unter- 
schiede zwischen je vier Puncten des einen Systems und den ihnen ent- 
sprechenden des andern, ist es nun, welche das Wesen der neuen Verwandt- 
schaft ausmacht: eben so, wie bei zwei Systemen von Puncten, deren 
jedes in einer Geraden enthalten ist, durch die Gleichheit der Doppelschnitts- 
Verhältnisse zwischen entsprechenden Puncten die Collineatlonsverwandtschaft 
der beiden Systeme begrOndet wird. Bar. Galc. S. 317. 

4. Zur weitern Erforschung der EigenthOmlichkeiten der neuen Ver- 
wandtschaft wollen wir zunächst die Construction etwas schfirfer ins Auge 
fassen, durch welche, den Gleichungen (if) und (<f) gemfifs, der Punct D^ in 
der Ebene AB'C zu bestimmen ist. Aus {d) ergiebt sich unzweideutig 
der (stets positive) Werlh des Verhältnisses AD \UB\ welchen ich =rf 
setze, und eben so unzweideutig aus (J) der Werth des Winkels ADfB\ 
den ich 8 nenne, nachdem zuvor in jeder der beiden Ebenen ABC und 
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AB'C der positive Sinn der Drehung festgesetzt worden. Wegen AD^iJyV 
=: J : 1 liegt aber D^ in einem Kreise, der die Strecke AB' n&ch den Ver- 
bfiltnissen d : 1 and —dii rechtwinklig schneidet nnd daher den einen der 
beiden Puncto A und B' ein-, den andern ausschliefst. Wegen AW ^=^9 
£iehe man eine Gerade VR, so dafs der Winkel ABR^d, nicht = 369* 
— d, und es mufs Df in einem durch A gehenden und WR in W berOh- 
renden Kreise und dabei mit R auf verschiedenen Seiten von AV liegen; 
nicht auf einerlei Seite; als wo AD'B ^=^\^'\'d sein wOrde. Da dieser 
Kreis durch A und B' sugleicb gebt, so schneidet er den vorigen in zwei, 
auf verschiedenen Seiten von AB' liegenden Pnncten, und U ist derjenige 
dieser zwei Durchschnitte, welcher mit K nicht auf einerlei Seite von AB' 
fallt, also unzweideutig bestimmt wird. 

5. Ist auf solche Weise der Punct Bf mittels iß) und (<f), und eben 
so jeder der flbrigen Puncto E', F', ... mittels Gleichungen, welche denen 
(ß) und (J) analog sind, und die ich mit (e) und (c), (/\) und (Q, etc. 
bezeichnen will, bestimmt worden, so bestehen ffir die erhaltene Figur 
AB'C'D^E' ... die Winkelgleicbungen (<f)) (0^ (D^ - ^^^^ d>nn noch, 
wenn in jeder der beiden Ebenen der ursprünglich negative Sinn der Drehung 
zum positiven genommen wird ; denn damit, verwandelt sich jeder der in (<f), 
(ß), • . . vorkommenden Winkel in sein Supplement zu 36(y'. Dagegen werden 
durch die Figur A ... E' ... die Winkelgleichungen nicht mehr erfQllt, und 
man mufs zum Bestehen derselben den Puncten B, E*, . . . andere örter an* 
weisen, sobald man nur in der einen der beiden Ebenen den Sinn umkehrt. 
Nachdem daher die Puncto A, B\ C willkahrlich bestimmt worden, giebt es, 
nach der verschiedenen Annahme des Sinnes der Drehung in den beiden 
Ebenen, immer zwei Figuren AB'C'UE' ... nnd AB'C'D"E" . . . , und 
nicht mehr als zwei , deren jede mit der Figur ABCDE ... in der neuen 
Verwandtschaft steht. 

6. Zur Bestimmung von B kann auch die Gleichung (cf) in Verbin- 
dung mit der ebenfalls die Gleichheit zweier einander entsprechenden Winkel- 
Unterschiede ausdrückenden Gleichung 

(^) ABC - ABC = ABC - ABC 
angewendet werden. Denn so wie der Punct B in Folge von (<f) in einem 
bestimmten durch A und B' gehenden Kreise liegt, so liegt er wegen (J') in 
einem bestimmten durch A und C zu beschreibenden Kreise und ist folglich 
der andere Durchschnitt dieser zwei sich bereits in A schneidenden Kreise. 
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Die neae Verwandtschaft wird daher schon dadurch hinreichend deflnirt, 
dafs jeder Winitel- Unterschied von der Form ACB—ADB des einen Systems 
dem Winkel- Unterschiede zwischen den entsprechenden Pnncten des andern 
Systems gleich ist. 

Dafs flbrigens auch hier mit denselben A, B\ C, nach der verschie- 
denen Annahme des Sinnes der Drehung, zwei verschiedene mW ABCDE ... 
verwandte Figuren construirt werden liönnen, erhellet auf dieselbe Weise 
wie vorhin 

7. Der Punct D' Ififst sich auch noch dadurch bestimmen, dafs man 
die Gleichung (i/) mit der Gleichung 

. «. AW A'D' AB AU 

verbindet, als welche, eben so wie (i/), die Gleichheit zweier entsprechenden 
Doppelschnitlsverhfiltnisse darstellt. Da aber diese zwei Gleichungen Iieine von 
der Drehung abhängigen Gröfsen enthalten, so wird man mit ihnen die zwei 
örter von D', die sich nach der verschiedenen Annahnie des Sinnes der Drehung 
ergaben, zugleich finden. In der That folgen aus (if) und (iT) die Werthe 
der Verhfiltnisse Alf \^ ff und AU.BfV, und man erhält damit als geo- 
metrische örter von ff i^wei Kreise. Die Construction des ersten derselben 
ist im Art. 4. bemerkt werden; und Analoges gilt von der Construction dm 
zweiten, welcher den ersten in Bf und /?" (Art. 5.) schneiden wird. 

Ungeachtet dieser Zweideutigkeit bei der Bestimmung von Df durch ent- 
sprechende Doppelscbnittsverbftltnisse wird nichtsdestoweniger die Gleichheit 
dieser Verbaltnisse voQ; der einen Figur zur andern als genflgendes Merkmal 
wr Definition der neuqn Verwandtschaft dienen können: ganz eben so, wie 
die Ähnlichkeit zweier Figuren vollkommen genflgend dadurch definirt werden 
kann, dafs die gegenseitigen Abstände je zweier Puncto der einen Figur in 
denselben Verhältnissen zu einander stehen, wie die Abstände der entspre- 
chenden Puncto in der andern, obschon, wenn hiernach zu einer ebenen Figur 
ABC . • . eine ihr ähnliche und daher gleichfalls ebene AB'C* . . . constrairt 
werden soll, nach willkflhrlicher Annahme von A und B', ffir C zwei Puncto 
gefunden werden, nämlich die gegenseitigen Durchschnitte der zwei Kraae, 

welche um A und B', als Mittelpuncte, mit den Halbmessern -jw-'AC und 
jg-^BC beschrieben werden. 
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Anmerkung. Ich kann nicht umhin, bei dieser Vergleichung der neuen 
Verwandtschaft mit der Ähnlichkeit noch auf eine zwischen beiden Verwandt- 
Schäften Statt findende Analogie aufmerksam zu machen, welcher zufolge die 
neue als eine in gewissem Sinne potentiirte Ähnlichkeit betrachtet werden 
kann. Bei zwei einander Ähnlichen Figuren sind nSmlich die geometrischen 
Verhfiltnisse zwischen Je zwei Strecken der einen Figur den entsprechenden 
Verhältnissen in der andern gleich. Desgleichen sind die Winkel, die, wenn 
man will, sich als Unterschiede von Richtungen, und daher als arithmetische 
Verhältnisse betrachten lassen, von der einen Figur zur andern gleich grofs. 
Bei der neuen Verwandtschaft hingegen herrscht Gleichheit von der einen 
Figur zur andern enst zwischen geometrischen Verhältnissen jener geometri- 
schen (d. i. Doppelschnittsverhfiltnissen) und zwischen arithmetischen dieser 
arithmetischen Verhältnisse (d. i. Winkel-Unterschieden). Und so wie bei zwei 
Figuren, wenn Gleichheit der einfachen geometrischen Verhaltnisse zwischen 
Strecken Statt findet, daraus auf die Gleichheit der einfachen arithmetischen 
Verhältnisse zwischen Richtungen, und umgekehrt aus letzterer Gleichheit auf 
die erstere geschlossen werden kann, indem durch die eine, wie durch die 
andere, die Ähnlichkeit der beiden Figuren definirt wird: so kann auch (Art. 7.) 
aus der Gleichuüg der zusammengesetzten geometrischen Verhältnisse die 
Gleichheit der zusammengesetzten arithmetischen Verhältnisse, und (Art. 6.) 
umgekehrt aus der letztern die erstere gefolgert werden. 

8. Liegen vier Puncto A, B, C, D einer Ebene in einem Kreise, 
so ist der Winkel-Unterschied ACB — ADB entweder =0, oder =:=: 18(y\ 
und zwar =0, wenn C und D auf einerlei und =18(y', wenn sie auf ver- 
schiedenen Seiten der Geraden AB liegen. Auch gilt dieser Satz umgekehrt. 
In Folge der Gleichung (d) (Art. 3.) sind daher, wenn von zwei in der 
neuen Verwandtschaft stehenden Figuren vier Puncto der einen in einem 
Kreise liegen, auch die ihnen entsprechenden der andern in einem Kreise, 
und dieses in derselben Aufeinonderfolge, enthalten. Aber auch umgekehrt 
Ififst sich darlhun , dafs, wenn von zwei Ebenen jedem Puncto der einen 
ein Punct in der andern dergestalt entspricht, dafs von je vier Puncten der 
einen, welche in einem Kreise begriffen sind, die entsprechenden vier der 
andern gleichfalls in einem Kreise liegen: dafs dann auch die Doppel- 
Schnittsverhaltnisse, so wie die Winkel-Unterschiede zwischen je vier Puncten 
der einen und den vier entsprechenden der andern Ebene gleiche Werthe 
haben. Nach diesem Satze, dessen Beweis ich mir fflr eine andere Gelegen- 
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heit vorbehalte, kann die neue Verwandtschaft aoeh dadurch deSnirt werden, 
dafs von je vier Pnncten der einen Ebene, welche in einem Kreise liegen, 
die entsprechenden in der andern gleichfalls durch einen Kreis verbnpden 
werden können, und dafs somit jedem Kreise der einen ein Kreis in der 
andern entspricht. Ich will hiernach die neue Verwandtschaft Kreisverwandt^ 
schüft nennen. 

9. Liegen A, B, C, D nicht in einem Kreise, so ist der Winkel- 
Unterschied ACB—ÄDB, abgesehen vom Zeichen, dem Winkel gleich, unter 
welchem sich die zwei durch A, C, B und A, D, B zn beschreibenden 
Kreise in A und B schneiden. Wegen der Formel (J) werden daher bei 
zwei kreisverwandten Figuren, wenn zwei Kreise der 'einen sich schneiden, 
auch die entsprechenden Kreise der andern Figur einander schneiden; und 
dieses unter demselben Winkel, wie die zwei erstem. 

10. Eine unmittelbare Folge hiervon ist, dafs zwei kreis verwandte 
Figuren in ihren kleinsten Theilen einander Ähnlich sind. Denn ist in der 
einen Figur JFGH ein unendlich kleines Dreieck und K ein von ihm in end- 
licher Entfernung liegender Punct, und sind F', G', H', K' die entsprechen- 
den Puncto der andern Figur, so wird, wenigstens im Allgemeinen, auch das 
Dreieck F'G'U unendlich klein sein, und K' in endlicher Entfernung von 
ihm liegen. Hiernach ist aber der Winkel GFH gleich dem Winkel, unter wel- 
chem sich die Kreise FVK und FHK schneiden, gleich dem Winkel, unter 
welchem sich die jenen entsprechenden Kreise F'G'K' und F'H'K' schneiden, 
gleich dem Winkel G'F'W; und eben so wird auch die Gleichheit der Winkel 
HGF und H'G'F bewiesen. Je zwei einander entsprechende, unendlich 
kleine Dreiecke, wie FGH und F'G^H', sind mithin einander Ähnlich. 

11. Eine Gerade kann als ein unendlich kleiner Theil eines unendlich 
grofsen Kreises betrachtet werden. Bei zwei kreis verwandten Figuren (wir 
wollen die Ebene derselben im Folgenden mit p und p' bezeichnen) wird 
daher einer Geraden a in p, in //' ein Kreis a' entsprechen ; auch kann wohl 
a' selbst eine Gerade sein. Dabei entspricht jedem Puncto in a ein Punct 
in a!, und so auch dem unendlich entfernten Puncto der Geraden a, wel- 
cher iV heifse, ein bestimmter Punct N' des Kreises //. Sind femer 
A, B irgend zwei, in p aufserhalb a liegende Puncto, und A', B* die ihnen 
entsprechenden in p\ so entspricht dem Kreise AB^ der Kreis ABfK\ 
Erster Kreis ist aber, wegen der unendlichen Entfernung des iV, von der 
Geraden AB nicht zu unterscheiden, und es entspricht daher nicht blob der a^ 
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sondern auch jeder andern in p gezogenen Geraden, in p' ein durch ZV' ge- 
hender Kreis. Eben so zeigt sich, dafs auch umgekehrt jedem in p' durch iV' 
beschriebenen Kreise, so wie jeder in p' durch N* gelegten Geraden, in p 
stets eine Gerade entspricht. 

Man hat hiernach den Punct iV' in p' als einen nicht blofs dem in a, 
sondern auch dem in jeder andern Geraden der Ebene p unendlich entfernt 
liegenden Puncto entsprechenden Punct anzusehen; und auf gleiche Art mufs 
es auch in p einen Punct M geben, dessen entsprechender Punct M' in p' 
unendlich entfernt nach einer unbestimmt bleibenden Richtung liegt. Jeder 
in p' durch iV' gelegten Geraden, wie N'A, wird alsdann, dd^man sie auch 
als den Kreis M'N'A' betrachten kann, in p der Kreis MNA, d. i. die 
Gerade MA, und eben so umgekehrt jeder Geraden durch M eine Gerade 
durch N' entsprechen. 

12. Sind in p und p' die Puncto M und N', welche den unendlich 
entfernten Puncten in p' und p entsprechen, und noch zwei endlich gelegene 
einander entsprechende Puncto A und A gegeben, so kann man, nach Fest- 
setzung des positiven Sinnes der Drehung in p und p', für jeden andern 
Punct B in p den ihm in p' entsprechenden PuncI B' durch eine sehr ein- 
fache Construction finden. Denn zwischen den vier Paaren entsprechender 
Puncto A und A', B und B', M und M', N und A' bestehen nach Art. 3. 
die zwei Gleichungen: 

A'M' , A'N' _ AM ^AN 

ÄM'B-ANB = AMB-ANB. 

Wegen der unendlichen Entfernung der Puncto M' und iVist aber A'M'iM'B' 
= A]M:NB = i:i, und der Winkel A'M'B' = ANB=0. Damit reduciren 
sich die zwei Gleichungen auf 

AN' : NB' = BM:II1A und AN'B' = BMA, 

und der Punct B' ist hiernach in p' so zu bestimmen, dafs das Dreieck AN'B' 
dem Dreiecke BMA ähnlich wird und mit ihm einerlei Zeichen des Sinnes 
erhalt. Übrigens folgt die Gleichheit der Winkel AN'B' und AMB auch 
aus dem Satze in Art. 9., indem die Schenkel des einen den Schenkeln des 
andern entsprechende Linien sind. 

13. Aus der im vor. Artikel zur Bestimmung von B' entwickelten 
Construction läfst sich unmittelbar die Folgerung ziehen: Sind A und A, 
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B und B*, C und C'j etc. Paare einander entsprechender Puncte zweier 
kreisverwandten Figuren, und sind M und A^' diejenigen Puncte der Ebenen 
AB.., und AB\..i welche den unendlich entfernten Puncten der Ebenen 
AB*... und AB... entsprechen: so machen je zwei der Richtungen N^A', 
N'B\ N'C, ... dieselben Winkel mit einander, wie die entsprechenden 
zwei unter den Richtungen MA, MB, MC, ...; die Strecken N'A', Bi'B', 
WC\ . . . aber sind den Strecken MA, MB, MC, . . . umgekehrt proportional, 
oder, was dasselbe sagt, die mittlem Proportionallinien zwischen MA und 
N*A, zwischen MB und iV'ß', etc. sind von gleicher Länge. 

Diese einfache Beziehung, die zwischen zwei kreisverwandten Figuren 
rOcksichtlich der Puncte M und N' Statt findet, führt weiter zu einer Con- 
struction, welche auf die Verwandtschaft ein unerwartetes Licht wirft, indem 
sie die Theorie derselben mit einer andern schon längst bekannten Theorie 
in Verbindung setzt. Man bringe nämlich die Ebenen der beiden Figuren in 
eine solche Lage gegen einander, dafs die Strecke von M bis iV' der con- 
stanten Länge jener mittlem Proportionallinien gleich wird, und die zwei 
Ebenen auf der Linie MN' normal, also einander parallel werden, und dafs, 
wie es wegen der gleichen Winkel bei M und A^' möglich sein mufs, l^^A' 
mit MA, N'B' mit MB, u. s. w. einerlei Richtung erhält. Die zwei Drei- 
ecke AMN' und MN'A' liegen alsdann in einer Ebene, sind bei M und N' 
rechtwinklig und sind deshalb, und weil MN' die mittlere Proportionallinie 
zwischen AM und N*A' ist, einander ähnlich; woraus leicht weiter folgt, 
dafs sich die Hypotenusen AN' und MA' dieser Dreiecke rechtwinklig schnei- 
den, welches in Ai geschehe. Aus ähnlichem Grunde schneiden sich BN' 
und MB' rechtwinklig in einem Puncte, welcher B^ heifse; CN' und MC 
rechtwinklig in einem Puncte C|; u. s. w. Die Puncte Ai^ Bi^ Ci^ .. . liegen 
hiernach in einer Kugelfläche, von welcher MN' ein Durchmesser ist, und 
die Figuren ABC . . . und A'B'C . . . erscheinen somit als die stereograpbiscben 
Projectionen einer und derselben sphärischen Figur A^BiCi... von den An- 
genpuncten N' und M aus auf zwei Ebenen, welche die Kugel in M und N'^ 
berfihren. 

Aus dieser Ansicht der Sache folgen aber sogleich die swei Haupt- 
Eigenschaften der Kreisverwandtscbafl, dafs nämlich Kreisen Kreise entsprechen, 
und dafs einander entsprechende Winkel von gleicher Gröfse sind. Denn, wie 
man weifs, haben dieselben Beziehungen auch zwischen jeder sphärischen 
Figur und ihrer stereographischen Projection Statt, und es werden daher je 
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zwei stereographiscbe Projectionen einer and derselben sphärischen Figur, 
auch wenn die zwei Augenpuncte nicht, wie vorhin, Gegenpuncte von ein- 
ander sind, einander kreisverwandt sein. 

Übrigens läfst sich leicht darthun, dafs 

C,B, • D,B, ~ Cß ' DB' 
und dafs daher bei einer sphärischen Figur und ihrer stereographischen Projection 
auch Gleichheit zwischen entsprechenden Doppelschnittsverhältnissen obwaltet. 

14. Jede der im ^barycentrischen CalcuP' behandelten Yerwandtschaf* 
ten fahrt, wie dort gezeigt worden, zu einer besondern Classe geometrischer 
Aufgaben, und eben so gehört auch der jetzt betrachteten Kreisverwandtschaft 
eine solche Classe zu. In der That ist bereits im Art. 2. bemerkt worden , dafs 
bei einem System von n Puncten in einer Ebene aus den n — 3 Doppelschnitts- 
verhältnissen und den n— 3 Winkel-Unterschieden, welche gewisse 3 Puncte des 
Systems mit den n — 3 fibrigen bilden, alle übrigen im System vorkommenden 
Doppelschnittsverhältnisse und Winkel-Unterschiede gefunden, d. i. als Functionen 
jener 2n — 6 Gröfsen dargestellt werden können. Wir wollen nun der Kürze 
willen Doppelschnittsverhältnisse und Winkel -Unterschiede, als Gröfsen, deren 
jede durch vier Puncte (und dieses nach der im Art. 2. angegebenen Form) 
bestimmt wird, unter dem gemeinsamen Namen Quaternionen begreifen. Indem 
wir alsdann von den 2n — 6 vorhin gedachten alle übrigen Quaternionen des 
Systems als Functionen darstellen, können wir, durch Elimination jener iin — 6, 
auch von irgend 2n — 6 von einander unabhängigen andern Quaternionen des 
Systems alle übrigen als Functionen ausdrücken; welches den Satz giebt: 

Bei einem Systetn von n Puncten in einer Ebene können aus irgend 
2n — 6 von einander unabhängigen Quaternionen desselben alle übrigen 
Quaternionen (gefunden werden, und es besteht mithin zwischen irgend 
2ii — 5 Quaternionen des Systems wenigstens Eine Relation. 

Bei einem System von vier Puncten lassen sich demnach aus je zwei 
von einander unabhängigen Quaternionen alle übrigen finden. Dafs und wie 
dieses möglich ist, erhellet aus den im vorigen Berichte auf S. 49 bemerk- 
ten Sätzen. 

Um ein Beispiel für ein System von fünf Puncten A, .. . E hinzuzu- 
fügen, als wo zwischen je fünf Quaternionen wenigstens Eine Gleichung be- 
steht, so habe ich gefunden, dafs zwischen den fünf Winkel- Unterschieden 
BCD - BED, CDE- CAE, DEA — DBA, EAB - ECB, ABC— ADC, 

29» 
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wenn man sie der Reihe nach mit a, ß, y, d, b bezeichnet, die Gieiohang 

sin(a + /3+y — J — €) + sinC/J + y+J — € — a) 
+ sin(y-i-(y-f €—« — /?) -}- ^\n{d'\-e^a — ß — y) 
+ sin(€-f «+/5 — y— <^)= sinCa-f/^-fy+cT-f 6) 
Statt hat, die, wie sich erwarten liefs, vollkommen symmetrisch ist. 

Zum Schlüsse noch die Bemerkung, dafs zu der Kreis Verwandtschaft 
ebener Figuren als Analogen fOr den Raum von drei Dimensionen eine Ver- 
wandtschaft aufgestellt werden kann, bei welcher jeder Kugelfläche des einen 
Raums eine Kugelfläche im andern entspricht. 
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15. 

Über eine Methode^ um von Relationen^ welche der 

Longimetrie angehören ^ zu entsprechenden Sätzen 

der Planimetrie zu gelangen. 

(Vom Herrn Prof. Dr. Möbius zu Leipzig.) 
(Aus den Berichten der Königlich-Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften von 1853.) 



U nter den drei Theilen, in welche man die Geometrie, der Natur des 
Raumes gemafs, getheilt bat, ist die Longimetrie der bei weitem einfacbste. 
Denn bier kommen blofs ein System von Puncten in einer Geraden und Re- 
lationen zwischen den gegenseitigen Entfernungen der Puncto in Betracht. 
Alle diese Relationen aber ergeben sich durch wiederholte Anwendung der ein- 
fachsten unter ihnen, welche besagt, dafs, wenn zwei Abschnitte einer Geraden 
einen Grenzpunct gemein haben, und auf verschiedenen Seiten desselben die 
beiden andern Grenzpuncte liegen, der zwischen diesen andern begriffene Ab- 
schnitt der Summe der zwei ersten Abschnitte gleich ist. Oder allgemeiner, 
und in Zeichen ausgedräckt: Sind A, B, C drei Puncto einer Geraden, so 
ist immer, in welcher Ordnung auch die drei Puncto in der Geraden auf ein- 
ander folgen mögen: 

AB^BC=AC, 

dafern nur auf die durch die Stellung der Buchstaben in den Ausdrücken der 
Abschnitte bestimmten Richtungen und auf die dadurch bedingten Vorzeichen 
der Abschnitte gehörige Rficksicht genommen wird. 

Ungeachtet dieser grofsen Einfachheit der Longimetrie sind doch bereits 
mehrere sehr merkwürdige in ihr Gebiet gehörige Untersuchungen geführt 
worden. Schon in den mathematischen Sammlungen des Pappus (7. Buch) fin- 
det sich eine lange Reihe von Sätzen, Relationen zwischen Abschnitten einer 
Geraden betreffend, und die neueren Geometer haben theils diese Sätze er- 
weitert, Iheils neue hinzugefügt. 

In der letztvergangenen Zeit ist es mir glungen, diesen Sätzen eine 
noch gröfsere Erweiterung zu geben, indem ich auf eine Methode gekommen 
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bin, durch welche zu jedem auf ein System von Puncten in einer Geraden 
sich beziehenden Satze ein entsprechender Satz für ein System von Puncten 
in einer Ebene gefunden werden kann. Ich gelangte hierzu durch die Be- 
trachtung, dafs, wenn zwischen mehrern Abschnitten einer Geraden eine Glei- 
chung bestehen soll, und wenn die Grenzpuncte aller Abschnitte bis auf einen 
unmittelbar gegeben sind, dieser eine Punct durch die Gleichung bestimmt, 
deshalb aber nicht immer construirbar ist, indem es geschehen kann, dafs 
sein Abstand von einem der gegebenen Puncto, und somit auch von allen 
übrigen, von complexer Form, und er selbst folglich in der Geraden imaginär 
wird. Man weifs aber jetzt, dafs ein solcher Punct zwar nicht in der Gera- 
den, in welcher er eigentlich liegen soll, aber doch in einer durch die Gerade 
zu legenden Ebene als ein reeller Punct construirt werden kann. Ist näm- 
lich A einer der in der Geraden gegebenen Puncto, P der gesuchte, und 
findet sich der Abschnitt AP = x-^y^-^l ^ so ist P derjenige Punct der 
Ebene, dessen rechtwinklige Coordinaten = a: und y in Bezug auf die Ge- 
rade, als Axe der Abscissen, und den Punct A, als Anfangspunct, sind. 

Man kann hierdurch veranlafst werden, gleich von vorn herein die 
Grenzpuncte aller in der Gleichung vorkommenden Abschnitte als imaginäre 
Puncto der Geraden und somit als reelle Puncte der Ebene zu betrachten. 
Die Gleichung selbst wird bei dieser Ansicht eine, oder vielmehr zwei Rela- 
tionen ausdrücken, welche einer ebenen Figur zukommen und derjenigen Re- 
lation entsprechen, welche dieselbe Gleichung ursprünglich in Bezug auf ein 
System von Puncten in einer Geraden darstellt. 

Um diese zwei Relationen für die Ebene zu erhalten, könnte man die 
Abstände der Grenzpuncte der Abschnitte von einem und demselben Puncte 
der Geraden, als Anfangspuncte, =;r-{-yy— 1, a?'-}-yV— 1^ ". s. w. setzen, 
wodurch die Abschnitte selbst, als Differenzen je zweier dieser Abstände gleich- 
falls von complexer Form würden. Die Substitution dieser complexen Aus- 
drücke für die Abschnitte in der Gleichung zwischen letztern gäbe alsdann 
ein Resultat von der Form: JT-f F^— 1 = 0, wo X, so wie F, eine reelle 
Function der Coordinaten x and y, x' und y', u. s. w. der Puncte der ebenen 
Figur ist. Die zwei Relationen selbst aber würden Jr=0 und F=:Osein. 
— Indessen kann man einen für die Mehrzahl der hierher gehörenden Re- 
lationen ungleich geeigneteren Weg einschlagen, um von der Geraden durch 
das Gehiel des Imaginären zu der Ebene zu gelangen. Folgendes ist eine 
nähere Bezeichnung dieses Weges. 
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Sind A und B zwei Puncte einer Ebene ^ so anferscbeide man den 
reellen und den complexen Wertb der Strecke AB. 

Zur Angabe des reellen Wertbes ist zuvor eine Linien-Einbeit festzu- 
setzen, und von den zwei Ricbtungen, nacb denen die durcb A und B zu 
legende gerade Linie durcbgangen werden kann, zu bestimmen, welcbe die 
positive sein soll. Der reelle Wertb von AB ist alsdann die Zabl, nacb welcber 
AB von der Linien -«Einbeit gemessen wird, und diese Zabl ist positiv oder 
negativ zu nebmen, jenacbdem die Ricbtuug von^ nach i7 die positive oder 
die negative Richtung der Linie ist. 

Um den complexen Wertb der Strecke angeben zu können, mufs nächst 
den vorigen zwei Stucken eine beliebige Richtung in der Ebene als Normal- 
richtung, und von dem doppelten Sinne, nach welchem eine Linie in der Ebene 
gedreht werden kann, der eine als der positive vorher noch festgesetzt wer- 
den. Nach diesen Bestimmungen ist der complexe Wertb von AB gleich dem 
reellen Werthe von AB, multiplicirt in eine gewisse Function des Winkels 
der Linie AB mit der Normalrichtung, d. i. des Winkels, um welchen eine 
Linie, welche die Normalrichtung K)t, in positivem Sinne gedreht werden 
mufs, bis ihre Richtung mit der positiven Richtung der Linie AB identisch 
wird. Die Winkelfunction aber ist, wenn a den Winkel bezeichnet, die be- 
kannte: cosa-^'^'-i.siüa, die im Folgenden kurz durch (p(a) ausgedrückt 
werde. — Bezeichnen wir daher den reellen Wertb der Strecke AB einfach 
mit AB, ihren complexen Wertb aber mit [AB]^ und eine Linie, welcbe die 
Normalrichtung bat, mit x, so ist 

[AB] = AB.(p{x'AB). 
Hieraus ist zunächst leicht ersichtlich, dafs für je drei beliebige Puncte 
A, B, C der Ebene 

[AB]^[BC] = [AC] 
ist. Denn in Folge der Natur der Function q) drückt diese Gleichung nichts 
Anderes aus, als dafs, wenn man die Puncte A, B, C das einemal auf die 
Linie x, das anderemal auf eine in der Ebene auf x perpendiculare Linie 
rechtwinklig projicirt, in dem einen, wie im andern Falle die Summe der 
Projectionen von AB und von BC der Projection von AC gleich ist. Zwischen 
den complexen Wertben der gegenseitigen Abstände irgend dreier Puncte in 
einer Ebene besteht demnach dieselbe einfache Relation, als wie zwischen den 
reellen Werthen der Abstinde, wenn die drei Puncte in einer Geraden liegen. 
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Da nun, wie schon im Eingänge bemerkt worden, jede zusammengesetztere 
Relation zwischen Abschnitten einer Geraden als das Resultat der Verbindung 
solcher einfachen Gleichungen zwischen den gegenseitigen Abständen dreier 
Puncte anzusehen ist, und da dieselben einfachen Gleichungen auch zwischen 
je drei Puncten der Ebene Statt finden, nur dafs hier die complexen Werthe 
der Abstände statt der dortigen reellen zu setzen sind: so mufs jede identische 
Gleichung zwischen den gegenseitigen Abständen von Puncten in einer Gera- 
den auch dann noch bestehen, wenn man die Puncte in einer Ebene beliebig 
liegend annimmt, die Abstände aber nicht mehr in reeller, sondern in com- 
plexer Bedeutung gelten läfst. Durch weitere Entwickelung der also aufge- 
fafsten Gleichung, was insbesondere mit Anwendung der bekannten Eigen- 
schaften der Function (p: 

(p{a).(p{ß) = <piai-ß) und £gl = y(a_/9) 

zu bewerkstelligen sein wird, reducirt sich die Gleichung, wie im Obigen, auf 
die Form JC-f Fy^— 1 =0, und die Gleichungen X=0^ F=0 liefern die 
gesuchten Beziehungen. 

Nachstehende zwei Beispiele werden den Gegenstand in ein noch hel- 
leres Licht setzen. ' Dabei werde ich zugleich Gelegenheit nehmen, den Ge- 
brauch eines Algorithmus für Winkel zu zeigen, der demjenigen entspricht, 
dessen ich mich zuerst in meinem ^barycentrischen CalcuF' für Linien, Drei- 
ecksflächen und Tetraeder bedient habe, eines Algorithmus, der mit An- 
wendung von Zeichen fär Dinge, denen keine Gröfse, blofs Lage zukommt, 
die arithmetischen Beziehungen zwischen den Theilen der Figur durch Formeln 
darstellt, welche för alle denkbaren Lagen der Theile Göltigkeit haben. Baryc. 
Calc. S.XIV. 

Reduction eines Vierecks auf ein Dreieck. 

Sind A, B, C, D vier beliebige Puncte einer Geraden, so ist 
BC=BD-CD, CA = CD-AD, AB = AD-BD. 

Multiplicirt man diese drei Gleichungen resp. mit AD, BD, CD, und 
addirt sie hierauf, so kommt 

AD.BC^BD.CA^CD.AB = 0. 

Es mufs daher auch, wenn vier Puncte A,..D irgendwie in einer 
Ebene liegen, die Relation besteben: 

(1) [AD][BC]^[BD][CA]-\^[CD][AB] = 0. 
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Non ist 

[AD] ^AD.ip (x'AD) und [BC] =:BC.(p {x'BC), 
folglich 

[AD\\BC] = AD.BC.ipix'AD^x^BCy, 
und Ähnlicher Weise lassen sich die beiden andern Glieder in (1) umformen, 
setst man daher der KArze willen 

(2) AD.BC=p, BD.CA^q, CD.AB^r und 
(3) x'AD'\^x'BC=a, x'BD '\- x'CA = ß, x'CD-^^x'AB^y, 
so verwandelt sich (1) in 

p.<p{a) + q.(p(ß)i-r.(p(y) = 0, 

eine Gleichung, die durch Trennung ihres reellen Theils vom imaginSren in 
die swei serfsllt: 

ipeosa'\'qcoBß'\-reosy = 0, 
^ ^ \ps\na'\' qsinß -^rniny == 0. 

deien nun, um dieses Resultat anschaulich aussudrAcken, f, g, k drei 
in einer Ebene liegende und sich nicht in einem Puncta schneidende Gerade, 
welche mit einer vierten Geraden p der Ebene Winkel bilden, die resp« 
=ia, ß, Y sind. Man nenne die Durchschnitte von g mit A^ von h mit f, 
von f mit g resp. F, G, H, so ist 

(5) v'GH=a, v'HF=ß, v'FG = y. 

Nfichstdem hat man [Crtf]4.[flF]^ [Jp^] = 0, d.i., wenn man v 
Eur Normalrichtung nimmt: 

GH.(p{a)-YHF.ip{ß)\FG.<p{Y) = 0, 
eine Gleichung, die sich, wie die vorige /i.9>(a)4-**- = 0, in die swei spaltet: 

6l7cosa-]-£rFcos/9-f-F6cos^ = 0, 

e^flsin«4-ifF8in/94.JF«^siny = 0. 
Hieraus aber und aus (4) folgt GH: HF: FG =^ sin{y—ß):9in(a^y)t 
sirk(ß — a) = p:q:r, also 

(6) GH:HF:FG = AD.BC:BD.CA:CD.AB. 

Ferner ist nach (5) und (3) zu schliefsen: 

tf^PG — v'HF = x'CD + x'AB — x'BD — x'CA. 

Sowie aber allgemein, wenn a, b,, c drei in einer Geraden liegende 
Puncto bedeuten, ac — a6 = hc ist, so ist mit gleicher Allgemeinheit, wenn 
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a, b, c drei in einer Ebene enthaltene Gerade vorstellen: 

a^c — a'b = b'e. 
Hiermit redacirt sich die vorige Gleichaog auf 

iHF'FG = BD'CD + CA' AB = CA^CD + BD' AB, 
und eben so hat man nach (5) und (3) noch 
FG'GH = C/>'ilZ>+ AB'BC = AB' AD + CD'BC, 
GltHF= AD' BD + BCCA = BCBD -f AD' CA. 

Construirt man daher zu einem Viereck ABCD ein Dreieck FGU, 
dessen Seiten die aus den Winkeln im Viereck durch (7) bestimmten Winkel 
mit einander machen, so verhalten sich nach (6) die Seiten des Dreiecks 
wie die Producte p, q, r aus den Seiten und Diagonalen des Vierecks. Es 
wird daher auch umgekehrt von diesen drei Producten bei einem Viereck 
ein jedes, absolut genommen, kleiner als die Summe der beiden flbrigen sein, 
so dafs man mit Linien, die ihnen proportional sind, ein Dreieck beschreiben 
kann; und in diesem Dreieck werden die Winkel die in (7) angegebenen 
Wertbe haben, oder auch, nach dem Sinne, in welchem das Dreieck verseichnet 
worden, den Ergänzungen dieser Werthe zu 360^ gleich sein. 

Immer aber sind bei den Formeln (6) und (7) , wenn sie allgemeine 
Galtigkeit haben sollen, die positiven Richtungen der in ihnen vorkommenden 
Linien gehörig zu berflcksichtigen. Ursprünglich können die positiven Rich- 
tungen der sechs je zwei der vier Puncte A, B, C, D verbindenden Ge- 
raden, ingleichen die von einer der Seiten des Dreiecks, es sei von GH^ 
nach Belieben gewählt werden. Hiernach bestimmen sich die Vorzeichen der 
sieben Abschnitte ADj BD, . . . AB und GH, und damit nach (6) die Vor- 
zeichen, also auch die positiven Richtungen von HF und FG. Hiermit aber 
sind, wenn wir noch den positiven Sinn der Drehung in den Ebenen des 
Vierecks und des Dreiecks festgesetzt haben, die in (7) enthaltenen Winkel 
vollkommen bestimmt. Es bedeutet nämlich HF'FG den Winkel, um welchen 
die durch U und F zu legende Gerade in positivem Sinne gedreht werden 
mufs, bis ihre positive Richtung mit der positiven Richtung der durch F und G 
zu legenden Geraden einerlei wird ; und Analoges gilt von den flbrigen Winkel- 
Ausdrflcken. — Bemerken wir noch, dafs hiernach bei allen den AusdrOcken 
AD, BD, . . . FG die Aufeinanderfolge der zwei Buchstaben eines jeden 
in der Proportion (6) wohl zu beachten ist, nicht mehr aber in den Glei- 
ebnngen (7). Denn in (6) haben die Strecken GH und HG entgegenge- 
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setzte Werthe; dagegen wird in (7) dorcb GH eben so gut, als durch HG, 
eine durch G und H sn legende Gerade aasgedrflckt. 

Am einfadisten ist es nun, die positiven Richtungen der sieben Geraden 
AD, BD, . . . AB und GH so zu bestimmen, dafs die gleichnamigen Aus- 
drücke ihrer Abschnitte in (6) positiv werden, also die positive Richtung in 
AD von A nach D gehend , u. s. w. anzunehmen. Damit werden auch die 
Abschnitte HF und FG positiv, folglich die Richtungen von H nach F und 
von F nach G positiv. 

Da auf solche Weise in den Winkelgleichungen, wie sie in (7) ge- 
schrieben worden, die durch die Aufeinanderfolge der Buchstaben ausge- 
drflckten Richtungen insgesammt positiv genommen werden können, so können 
wir, den Begriff der positiven Richtung ganz beseitigend, die Winkel- Aus- 
drücke in diesen Gleichungen auch also deuten, dafs wir PQ^RS als den 
Winkel nehmen, um welchen die Linie PQ in positivem Sinne gedreht werden 
mufs, bis ihre durch die Stellung ihrer Buchstaben ausgedrückte Richtung von 
P nach Q mit der durch die Stellung der Buchstaben der andern Linie aus- 
gedrückten Richtung von R nach jS identisch wird. 

Hiernach aber sind wir zugleich in den Stand gesetzt, den Winkel- 
gleichungen eine leichter aufzufassende Form zu geben. Berücksichtigen wir 
nämlich, dafs PQ'^QP nach voriger Erklärung =180^ ist, und drücken wir 
den Winkel PQ'^PR einfach, und wie es gewöhnlich ist, durch QPR aus, 
so wird 

HF^FG = HF'FH+FH'FG^iS(f+HFG, 

BD'CD = i8(f+DB"CD = 2. ISO» -f/>i?*jDC= iJOC, 

CA" AB = 180" + A(TAB = 180^+ CAB, u. s. w. 
und die Gleichungen (7) reduciren sich damit auf 

!HFG = ÄßC+ CAB = ACD + DBA, 
FGH = CDA + ABC= BAD + DCB, 
GHF== ADB+BCA = CBD^DAC; 

wofür wir auch, y9A\CAB'\^BAC=^A(fAB^AB"AC=ACAC=0,vi.s.y9. 
ist, schreiben können: 

iHFG = BDC- BAC=: DBA-^DCA, 
FVH^CDA'^CBA^DCB'-DAB, 
GHF= ADB - ACB = DAC— DBC. 

30» 
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Wahrend wir also die Aufeinanderfolge der Baobslaben bei deren 
paarweisen Verbindungen anflnglicb nur in der Gleidinng (6) zwischen Ab- 
schnitten, nicht mehr aber in den Winkelgleichongen (7) zu beachten hatten, 
kommt Jetzt , umgekehrt , die Stellung der Buchstaben blofs bei letztern Glei- 
chungen in Betracht und kann bei erstem ganz vernachlässigt werden, indem 
es bei der Construction des Dreiecks FGH mittels der Seiten desselben blofe 
auf die absoluten Werthe der Producte p, q, r ankommt, denen die Seiten 
proportional sein sollen; und wir sind somit, ohne dafs die allgemeine An- 
wendbarkeit der Gleichungen in Etwas beeinträchtigt würde, einer vorläufigen 
Bestimmung der positiven Richtungen der Linien ganz flberhoben. 

Übrigens mOssen die Gleichungen (8) und (8*), die wir unter der 
Hypothese entwickelten, dafs die sieben durch AD, ... AB und GH ans- 
gedrOckten Richtungen insgesammt positiv seien, auch unter Jeder andern Hy- 
pothese Ober diese Richtungen sich wieder finden. Nehmen wir z. B. von 
jenen sieben Richtungen CA negativ an und lassen die sechs flbrigen positiv, 
so wird nach (6) HF negativ, FG aber bleibt positiv. Damit ist in den 
Gleichungen (7), um die zuletzt gegebene Definition eines Winkel-Ausdrucks 
auf sie anwendbar zu machen, AC und FH statt CA und HF zu schreiben. 
Die erste und die dritte derselben, denn nur hierin kommen diese Riditungen 
vor, verwandeln sich dadurch in 

FH'FG^BirCD^ ACAB = '., 
GWFH=AD'BD^BCAC=^^^, 

und man sieht von selbst, wie diese Gleichungen mit den entsprechenden in 
(8) abeinstimmen. 

Das Resultat endlich, das durch (6) und (8) oder (8^) ausgedrOckt 
wird, liefse sich etwa also in Worte fassen: 

Hat man in einer Ebene vier Puncte {^A, B, C, D) und muttipticirt 
den gegenseitigen Abstand je zweier derselben mit dem gegenseitigen Ah^ 
Stande der jedesmal zwei übrigen, so kann man mit Linien, welche den 
drei erhaltenen Producten proportional sind, ein Dreieck {FGH^ com-- 
struiren. Jeder Winkel (wie jF) dieses Dreiecks aber ist dem Unter-- 
schiede der Winkel gleich j unter welchen von den zwei Abständen 
{DA und BC\ deren Product der dem Winkel gegenüberliegenden Drei^ 
ecksseite (GH) proportional ist, der eine Abstand von den Endpunclen 
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de^ andern aus (BC von D und A aas oder, welches gleichviel ist, DA 
▼on B and C aas betrachtet) erscheint. 

Hieran knöpft sich anmittelbar die merkwürdige Foigerang: Sind bei 
einem ebenen Viereck von den drei Verhältnissen zwischen den gedachten 
drei Producten und von den gedachten drei Winkeldifferenzen, sind von 
diesen sechs Stücken irgend zwei gegeben, so kann man daraus die vier 
übrigen finden, — ganz eben so, wie man bei einem Dreieck aus irgend 
zweien der sechs Stocke, nimlich der drei Verhältnisse zwischen den Seiten 
und der drei Winkel, die ?ier Abrigen bestimmen kann. 

Eine besondere Erwähnung dürften noch die nachstehenden zwei spe^ 
ciellen Falle verdienen. 

i. Sind drei der vier Puncte A, ... D, etwa A, B, C gleichweit 
von einander entfernt, ist also D irgend ein Punct in der Ebene eines gleich-* 
seitigen Dreiecks ABC, so verhalten sich die Producte p, q, r wie AD, 
BD, CD. Man kann folglich alsdann mit AD, BD, CD selbst ein Dreieck 
construiren, und die Winkel dieses Dreiecks werden resp. = BDC—BAC, 
u. s. w. sein. 

2. Sind P, Q, R, 8 vier Puncte eines Kreises, so ist, Jenachdem 
R und iS auf einerlei, oder verschiedenen Seiten der Geraden PQ liegen, 
der Winkel -Unterschied PRQ—PSQ entweder =0, oder =180^, _ 
vorausgesetzt immer, dafs alle in derselben Ebene enthaltenen Winkel nach 
einerlei Sinne gerechnet werden. 

Liegen daher die vier Puncte A, B, C, D in einem Kreise, und zwar 
C und D auf verschiedenen Seiten von AB, so ist BDC--BAC =:i 0^ 
CDA-CBA = 0, ADD- AGB =:i9(y; folglich nach (8») 

1) HFG^O, 2) FGH=0, 3) GUF =:i9(f. 

Wegen 1) haben FH und FG einerlei Richtung, desgleichen GF und GH 
wegen 2). Mithin, und wie auch schon aus 3) allein folgt, liegen jetzt F, 
G, H in gerader Linie, H zwischen F und G; und es ist daher in absolutem 
Sinne, d. h. abgesehen von der durch die Stellung der Buchstaben angedeu- 
teten Richtung: GH'\^HF=^FG. Hieraus aber folgt nach (6) die allbe- 
kannte Gleichung zwischen den Seiten und Diagonalen eines in einen Kreis 
beschriebenen Vierecks: 

AD.BC-\-BD.CA = CD.AB. 
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Harmonische Lage von vier Poacten in einer Ebene. 
Wenn wir in der za Anfange des Yorigen Artikels anfgestellten swiscben 
je vier Puncten einer Geraden gflltigen Gleichung zwei der drei Prodocte, 
deren Snmme null war, etwa die zwei ersten, einander gleich setzen, also 

(1) AD.BC= BD.CA 

annehmen, so redacirt sich jene Gleichung auf 

(2) 2BD.CA = BA.CD. 

Bezeichnet ferner M den Mittelpunct von AB, also einen dergestalt 
in der Geraden liegenden Punct, dafs 

(3) MA + MB = 

ist, so hat man 

AD = MD-MA, BC=^MC-MB=^MC+3iA, 
BD = MD-MB = MD+MA, CA=^JUA-MC. 

Mit diesen Werthen fOr AD, BC, u. s. w. geht (1) Ober in 

(4) MA^ = MC. MD. 

Eine andere Form, die man der Gleichung (1) geben Itann, ist 

{CA-CD)CB =:{CD-CB)CA, 
d. i. 

2CA.CB^CD{CA + CB\ 

oder, weil CA+CB = CM^MA-\-CM-\-MB = 2CM ist, 

(5) CA.CB = CD.CMf 

and solcher Umwandlungen von (1) liefsen sich noch verschiedene andere 
bewerkstelligen. 

Wenden wir auf die jetzt gemachten die im Obigen erörterte Metbode 
an, so wird, wenn man zu drei nicht in einer Geraden liegenden Pnncten 
A, B, C einen in ibrer Ebene begriffenen Punct D so bestimmt, daft 

[1] [AD]{BC\ =^ [BDnCA] 

ist, — so wird dann aoch 

[3] 2[BD\[CA\ ^ [BÄ\[CD] 
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sein; und wenn man einen Punct JU binzufflgt, so dafs 

[3] [MAH[MB] = 0, 

80 wird man noch 

[4] [MAY = [MC][MD] 

und [5] [CA][CB] = [CD][CM] haben. 

Nan wird durch die Gleichung (1), die man auch in Form der 
Proportion 

CA.CB = -DA.DB 

schreiben kann, ausgedrflckt, dafs die Linie AB in C und D nach VerhAlt- 
nissen getbeiit wird , deren Exponenten einander gleich und entgegengesetzt 
sind. Bekanntlich ist dieses die Definition der harmonischen Theilung von 
AB in C und D, sowie von CD in A und B. Man wird daher auch sagen 
können, dafs zwei in einer Ebene enthaltene Paare von Puncten, A und B, 
C und D, eine harmonische Lage gegen einander haben, wenn zwischen den 
complexen Werthen der Abstände der Puncto des einen Paares von denen 
des andern die Gleichung [1] besteht. Und so wie die aus (1) fliefsenden 
Gleichungen (2), (4), (5) noch andere Eigenschaften zweier in einer Gera- 
den harmonisch liegenden Paare von Punctea ausdrücken, so werden durch 
V^l^ [4] 9 [^] d'^ entsprechenden Eigenschaften zweier harmonischen Paare 
in einer Ebene dargestellt werden. 

Es ist jetzt noch flbrig die reelle Bedeutung von [1] . . . [5] zu ent- 
wickeln. — Die Gleichung [1] ist identisch mit 

Es ist aber 

^Ü = ^<p(DB"DA). Damit verwandelt sieh (a) in 

a=CA'CBi^DBDA = CACB-DA'DB. 

Die Gleichnng (b') kann aber nicht anders bestehen, als wenn q>a 
einen reellen Werth hat, also entweder = 1 oder — 1, nnd damit « entweder 
= 0, oder =: id(f ist. Beide Hypothesen ffihren zu demselben Resultate. 



240 "• Möbiu9ß Geameirische9. 

Nehmen wir die letzlere an, so wird 

(c) CB.DA^Cä.DB ond (rf) CACB-^DA^DB^^i^Xf. 

In Folge von (c) können wir die Richtongen von CA, CB, DA, DB 
sftmmtlicii positiv sein lassen und alsdann, den im vorigen ArtilLel gegebenen 
Erörterungen gemfirs, statt Qd) auch schreiben: 

(0 ACB-ADB = i8(f. 

Die harfnonische Lßge der Punctenpaare A und B, C und D in 
einer Ebene wird hiernach durch die awei Gleichungen (c) und (e) be- 
dingt. Wegen (e) mitseen die vier Punele in einem Kreiee liegen^ und 
zwar C nnd D auf verschiedenen Seiten von AB, also m der Folge A^ C, 
B, D. Wegen (c) müeeen die zwei Producfe der gegenüberiiegendem 
Seilen dee Vierecks ACBD einander gUiek eein. Auch kann statt (c) 41e 
leicht aufsufassende Proportion 

CA.CB ^ DAiDB oder AC.AD ^ BC.BD 

gesellt werden. 

Was nun die übrigen Eigenschaften der harmonischen Lage betriß, so 
folgt zunSchst aus der Gleichung [2], wenn man sie ahnlicherweise wie [1] 
behandelt, aufser der Gleichheit der Winkel ABB und ACD und der daraiit 
fliefsenden Kreislage der vier Puncto, dafs die Gleichung (2) auch flir dHe 
Ebene gilt, und dafs somit das Product aus den Diagonalen des Vierecks ACBD 
doppelt so grofs als das Product des einen oder des andern Paars gegan- 
flberliegender Seiten ist, — was auch unmittelbar aus der eben aufgestelltra 
Definition der harmonischen Lage in Verbindung mit dem Satze am Ende des 
vorigen Artikels hervorgeht. 

Aus [3] ersieht man leicht, dafs M auch jetzt noch der Hittelpuoct 
der Linie AB ist. — Die Gleichung [4] wird nach dem bei [1] gezeigten 
Verfahren : 

-jmT-:mj9)(a) = 1, WO « = MC^MA'\- MD'^MA. 

Nehmen wir bierin die Richtungen MA, MC, MD positiv, so mufs q>{a)=si^ 
also a = sein. Dies giebt die Winkelgleichung CMA = AMD und die 
Proportion MC: MA=^ MA : MD, Aus beiden in Verbindung folgt die Alia- 
lichkeit und Shnliche Lage der Dreiecke CMA. und AMD$ uqd dasadbe 
auch von den Dreiecken CMB und BMD gelten. 



iä. MobiuSß GeamctrUekei. 241 

Aaf gleiche Weise folgt endlich aas [5], dafs auch die Dreiecke CMB 
und CAD, sowie CJUA und CBD einander Ähnlich und in Ähnlicher Lage sind. 

Bei zwei in einer Ehene harmonisch Uegenien Paaren von Pune^ 
len A und B, C und D sind demnach, wenn M den Mittelpunct des 
einen Paares AB bezeichnet, 

die Dreiecke CMA, AMD, CBD, ingleiehen 
die Dreiecke CMB, BMD, CAD 

einander ähnlich und in ähnlicher Lage. 

Noch Iftfst sich aus der Gleichheit der Winkel CMA und AMD eine 
sehr einfache Constroction folgern, um, wenn von zwei harmonischen Paaren 
von Puncten das eine Paar A and B , and der eine Pnnct C des andern 
Paares gegeben sind, den andern Pnnct D des letztern zu finden. Man be^ 
schreibe nfimlich durch A, B, C einen Kreis, trage aaf diesen von B aos 
einen Bogen BE, gleich und in gleichem Sinne mit dem Bogen CA, and 
lege durch E und den Mittelpunct M der Linie AB eine Gerade, so wird der 
zweite Durchschnitt derselben mit dem Kreise der gesuchte Pnnct D sein. 

Man kann den Pnnct D auch dadurch finden, dafs man in A and B 
an den Kreis zwei Tangenten legt ond den gegenseitigen Durchschnitt der-* 
selben, welcher F heifse, mit C durch eine Gerade verbindet; denn diese 
wird den Kreis zum zweitenmale in D schneiden. — In der That sind nach 
dieser Consiruction die Dreiecke AFC und DFA, sowie die Dreiecke BFC 
und DFB einander Ahnlich; mithin 

AC:DA = FC.FA und BC:DB = FC:FB, 

woraus, wegen FA=^FB, die Fundamentalproportion 

AC.DA = BC.DB 

folgt- 

Je zwei Puncfe C und D eines Kreises, so schliefsen wir hieraos 
noch, weiche mit zwei bestimmten Puncten A und B des Kreises in Har-^ 
monie sind, liegen demnach mit einem bestimmten Punete F in gerader 
Linie. — ROckt C unendlich nahe an A oder an B^ so thut dasselbe, in 
Folge der Fundamentalproportion, auch D, und es mufs daher, wie wir be- 
reits wissen, auch jede der beiden an A ond B gelegten Tangenten den 
Pnnct F treffen. 
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Aof Ähnliche Art, wie die harmonische Theilmig einer Linie, habe ich 
auch die Eigenschaften der Involntion von sechs Puncten in einer Geraden 
auf die Ebene aberzutragen gesucht. Die sehr merkwürdigen Resultate, die 
ich hierbei gefunden, so wie eine neue Art von Verwandtschaft zwischen 
ebenen Figuren, eine Verwandtschaft, die sich mir durch Übertragung colUnear 
verwandter Systeme von Puncten in einer Geraden auf die Ebene ergab, ge- 
denlce ich spater mitzutheiien und will hier nur noch bemerlien, dafs aus die- 
ser neuen Verwandtschaft eben so, wie aus jeder der schon bekannten, eine 
besondere Classe von Aufgaben entspringt, und dafs die einfachste dieser Auf- 
gaben die bereits im vorigen Artikel erwähnte ist, wonach bei einem Viereck 
aus Irgend zweien gewisser sechs Stocke jedes der vier flbrigen gefunden 
werden kann. 
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16. 

Die Eigenschaften der Wellenflftchen der zwei-axigen 
Kiystalle, mittels der hohem Geometrie abgeleitet 

(Von Herrn Paul Zech zu Tubingen.) 



yV enn die analytische Geometrie durch verwickelte Formeln zu einem 
im Verhältnirs einfachen Resultat kommt, so deutet das an, dafs man durch 
rein geometrische Betrachtungen leichter zum Ziel gelangt; und dabei hat die- 
ser zweite Weg den Vortheil der Anschauung: ein Vorlheil, der um so 
gröfser ist, wenn es sich um die Vorstellung einer Fläche liandelt. In wie 
weit dieser Satz richtig sei^ mag die folgende rein geometrische Untersuchung 
der Weilen/läche der zwei-^axigen Krystalle als Beispiel zeigen. 

Um Zweideutigkeiten zu vermeiden, sende ich zwei Bemerkungen 
voraus: 

Stellt man sich in einem Punct eines zwei-axigen Krystalls das Elasti- 
citfita-EllipsoId constriUrt vor, und eine ebene Welle durch denselben Punct, 
80 achneidet diese Welle das Bllipsold in einer Ellipse, deren Axen die Rich- 
tung und Fortpflanzung der Schwingungen in der ebenen Welle bestimmen. 
Freenet giebt jeder Schwingung eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit, gleich 
dem reciproken Werlh der ihr parallelen Axe; die Theorie der Elasticitfll 
setzt die auf der Schwingung senkrechte Axe an die Stelle der parattetenf 
die Erfahrung hat bis jetzt darQber nicht entschieden: die Theorie ist kein 
Grund, von der gewöhnlicheren ersten Anschauung abzugehen, ich bleibe da- 
her bei FresneFs Vorstellung. 

Der Name „optische Axen'' wird verschieden gebraucht: entweder für 
die Senkrechten auf den Kreisschnitten des Elasticitfits - Ellipsolds , oder fOr 
die Axen der konischen Refraction. Bei geometrischen Betrachtungen könnte 
man den Namen ganz umgehen; allein da er sich durch seine Kflrze empfiehlt, 
wende ich ibn an; und zwar fOr beide Paare von Axen, da das eine Paar 
die gleiche geometrische Bedeutung für das Elasticit&ts-Ellipsold hat, wie das 
andere fOr dessen Polar-ElHpsoId: ich unterscheide daher jflptisehe Axen de» 
Elasticitäts-BMipstOds** und ^optische Axen seines Potar^EtBpstikU" 

31» 
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1. 

Wir gehen aas von Folgenden Gesetzen der Physik: Innerhalb eines 
swei-axigen Kryslalis finden die Lichtschwingungen einer gegebenen ebenen 
Welle in zwei Ebenen von bestimmter Lage Statt. Stellt man sich nemlich 
durch einen Punct der ebenen Welle drei auf einander senkrechte Gerade vor, 
deren Richtung die der Haupt-EIasticitätskrafte des Krystalls und deren LSnge 
(von dem Puncto aus) den Quadratwurzeln dieser Kräfte beziehungsweise 
proportional ist, und construirt Aber diesen drei Strecken, als Halb-Axen, ein 
Ellipsold, so geben die Halb-Axen der Ellipse, in der das Ellipsold von der 
ebenen Welle geschnitten wird, die Richtungen der der Welle zugehörenden 
Schwingungen (die somit in die Wellen-Ebene fallen), und ihre reciproken 
Werthe sind die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der ihnen parallelen Schwin-* 
gungen in einer zur ebenen Welle senkrechten Richtung. Die Schwingungen 
bleiben sich parallel bei der Fortpflanzung. 

Der KOrze wegen bezeichne man mit E das Elasticitflts-EIIipsoId, mit 
O seinen Mittelpunct, mit W eine ebene Welle durch O, mit OiV die Senk- 
rechte zu fV in O, wobei N auf dem Ellipsold E liegt. 

Das Ellipsold E wird von zwei zur Ebene der mittlem und kleinsten 
Axe gleich geneigten Ebenen in Kreisen geschnitten, die auf einer concen- 
trischen Kugel mit einem Halbmesser gleich der mittlem Axe liegen^ Die auf 
diesen Kreisschnitten senkrechten Durchmesser nenne man ^optische Axen des 
Ellipsolds E^^ und bezeichne ihre Endpuncte mit AA^ und BB^, wobei A, B 
und A', ff symmetrisch zur kleinsten Axe liegen. 

2. 

W schneidet das Ellipsold E in einer Ellipse, deren Axen die Schwin- 
gungsrichtungen in W bezeichnen. Zwei Radien dieser Ellipse von gleicher 
Gröfse liegen in den beiden Kreisschnitten von E; und da sie gleich sind, so 
werden ihre Winkel durch die Axen der Ellipse halbirt. Zwei Ebenen senk- 
recht zu diesen zwei Radien in O gehen durch die optischen Axen und schnei- 
den sich in der Senkrechten ON zu W: die Winkel dieser zwei Ebenen 
werden halbirt durch die zwei Ebenen, deren jede die Senkrechte OiV und 
eine Ellipsen- Axe enthalt, oder durch die zwei Schwingnngs-Ebenen der ebenen 
Welle W. Die Schwingungs- Ebenen einer ebenen Welle halbiren also die 
Winkel der zwei Ebenen durch die Senkrechte zar Wellen-Ebene und dnroh 
die beiden optischen Axen. 
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Construirt man darch die Senkrechte ON einen Kegel, der die optischen 
Axen zn Focal-Linien bat, so batbiren die Berflhrangs- und Normal -Ebene 
längs ON die Winkel der swei Ebenen durch ON und die optischen Axen. 
Mit andern Worten : die Sehwingun^s^Ebetien einer ebenen Weite W eind 
die Berührnnße" und Normal- Ebene an den Kegel durch die Senk-- 
rechte ON, der die optischen Axen zu Focal-IAnien hat, längs dieser 
Senkrechten. 

Durch die Senkrechte ON giebt es zwei Kegel, die die optischen Axen 
zu Focal-Linien haben. Da sie homoFocal sind, so schneiden sie sich unter 
rechten Winkeln; die BerOhrungs-Ebene des einen, ISngs ON, ist Normal- 
Ebene des andern. Umschliefst der eine Kegel K^ mit einem und demselben 
Mantel die optischen Halb-Axen OA und OB, so umschliefst der andere K^ 
mit Einem Mantel die optischen Halb-Axen OA und OB, oder OA und OV. 
Die Normal-Ebene längs ON an iSTi enthält die eine, die Normal-Ebene längs 
ON an K^ die andere der Ellipsen-Axen , denen die Schwingungen parallel 
sind. Die Schwingungen sind, die eine normal zu iC^ tangentiell zu £,, die 
andere tangentiell zu K^ und normal zu iC,. 

Construirt man den Ergänzungskegel C^ von l^i, welcher durch die 
auf den Kanten von K^ in O senkrechten Ebenen eingebaut wird, oder, was 
dasselbe ist, die in O auf den BerOhrungs-Ebenen von K^ senkrechten Gera- 
den zu Kanten hat, und nennt man ^^entsprechende Kanten** beider Kegel 
zwei Kanten, von denen jede auf der Berflhrungs - Ebene längs der andern 
senkrecht steht, so folgt, dafs eine Ebene durch zwei entsprechende Kanten 
Normal-Ebene zu beiden Kegeln ist.' Stellt man sich die Kanten des Kegels 
Ci begränzt durch das EUipsoId E vor, so ist die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der zu einer Kante des Kegels K^ normalen Schwingung die reciproke 
Länge der entsprechenden Kante des Kegels Ci\ denn diese Kante ist nichts 
Anderes, als die Ellipsen-Axe, welcher die Schwingung parallel ist. 

3. 

Der Kegel Ki hat die optischen Axen zu Focal-Linien ; der Ergänzungs- 
kegel C| wird daher in Kreisen geschnitten, von Ebenen die senkrecht sind 
zu den optischen Axen, d. h. von denselben Ebenen, die das Ellipsold E in 
Kreisen schneiden. Und daraus folgt, dafs sich Ci und E in einer Curve 
schneiden, die auf einer concentrischen Kugel liegt, d. h. in einem sphä- 
rischen Kegelschnitt. 
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Denn schneidet man ein Ellipsold darch eine concentrisohe Kngel, so 
liegt die Schnittcurve auf einem concentriscben Kegel, weil EUipsoId und Kogel 
die unendlich ferne Ebene als gemeinschaftliche Polar-Ebene ihres Nittelpuncta 
haben. Diese drei Flächen vom zweiten Grade gehen durch dieselbe Curve^ 
folglich haben ihre Schnitte durch eine beliebige Ebene vier Puncto gemein. 
Das EUipsoId und die Kugel werden von einer Ebene durch den Nittelpunet^ 
die das Ellipsold in einem Kreise schneidet« in zwei concentriscben Kreisen 
geschnitten, also der Kegel in einem Kegelschnitt, welcher zwei gemein- 
schaftliche Sehnen mit diesen zwei concentriscben Kreisen hat, ihnen also 
ahnlich und concenlrisch, d. h. ebenfalls ein concentrischer Kreis ist (der sich 
hier auf einen Punct reducirt). Hot man also einen Kegel, der von denselben 
Ebenen wie ein Ellipsold in Kreisen geschnitten wird und ihm concentrisch 
ist, so kann man ihn sich dadurch entstanden vorstellen, dafs man durch die 
Schnittlinie des Ellipsolds und einer bestimmten concentriscben Kugel einen 
concentriscben Kegel legt. 

Alle Kanten des Kegele Ci sind also, soweit sie innerhalb des 
EllipsoUds fallen, gleich lang; oder alle zu K^ normalen Schwingungen 
pflanzen sich mit derselben Geschwindigkeit fbrt. Dasselbe gilt vom Kegel 
K2, und seinem Ergänzungskegel C% 

IL. 

Stellt man sich in einem Punct eines zwei-axigen Krystalis ebene Wel- 
len von allen möglichen Stellungen vor, so finden in jeder zwei aufeinander 
senkrechte Schwingungen in bekannten Richtungen Statt. Bei der Por^flan- 
zung trennt sich jede ebene Welle W in zwei neue Wi und IFa, deren 
jede nur Eine Schwingung enthält. Nach einer bestimmten Zeit haben Wx 
nnd W% bekannte Stellungen eingenommen, und die von allen diesen Ebenen 
eingehflilte Fläche beifst ^Wellenfldche der zwei-^axigen Krystalle.** 

Die Wellenfläche ist damit vollkommen bestimmt. Um jedoch ein an- 
schauliches Bild von ihr zu bekommen, suche man sie durch Puncte u be- 
stimmen, indem man för eine beliebige Berflbrungs- Ebene den Berfibrnngs« 
punct sucht. 

Wir setzen in der Nähe der Normale ON zu W eine Nonnale ON^ 
zu einer andern Welle W, so dafs ON nnd ON' auf demselben Kegel K 
liegen, der die optischen Axen zu Focal-Linien hat. W nnd fV' rflcken in 
einer bestimmten Zeit um dieselbe Länge vor, wenn man nur die Schwin- 
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gongen senkrecht zu K betracbtet; nemlicli um die reciproke Lfinge der 
Kanten des Ergfinzungskegels von K. Ihre Sporen aof ON ond OJV' seien 
M ond M', ihre Spuren in der Ebene NON' seien MM' ond M'Mi dann 
ist OMM'M! ein bei S€ ond M rechtwinkliges Viereck mit zwei Paaren glei- 
cher in O ond M*' zosammenstorsender Seiten ; ond die Schnitthnie der neoen 
Wellenlagen ist senkrecht zor Ebene NON' in ilf '. Rflckt OiV' nfilier an 
ON, so bleibt dieser Satz richtig; ond ffillt OiV' ond ON zosammen, so ist 
NON BerQhrungs-Ebene an K längs ON , M" fällt mit JU zosammen ond 
die Senkrechte in M', als Schnittlinie zweier onendlich neben Berflhrongs- 
Ebenen an die Wellenfläche ^ enthält den Berflhrongsponct: es Hegt daher 
dieser in der Normal^Ebene zu K längs ON, und daher auf der W 
für den Kegel K zukommenden Schwingungsrichtung. 

Um aof dieser Geraden den BerOhrongsponct zo finden, fflhre man ein 
EUipsoId ® ein, welches dorch die Polar-Ebenen aller Poncte des Ellipsolds E 
in Beziehong aof eine concentrische Kogel vom Halbmesser, gleich der Längen- 
Einheit, eingehflllt wird. Der Pol einer BerOhrongs- Ebene an E ist der 
Ponct, wo die Polar -Ebene des BerOhrongsponcts das Ellipsold (£ berührt, 
ond liegt aof der Senkrechten von O aof die Berflbrongs-Ebene an E. Man 
wende diesen Satz an. 

Wir stellen ons den Schnitt des Ellipsolds E ond der Normal -Ebene 
zo K dorch ON ond die entsprechende Kante OS vor, jS liege aof dem 
Ellipsold E, T sei seine Polar -Ebene. Da OS Axe einer aof ON senk- 
rechten Ellipse ist, so steht die Tangente an diese Ellipse in i9 senkrecht 
aof der Ebene NOS, also die Berfibrongs- Ebene Bn E m S senkrecht aof 
derselben Ebene, folglich liegt die Senkrechte von O aof diese Berflhrongs- 
Ebene, in der Ebene NOS, also der Berflhrongsponct R' der Polar-Ebene 
T' von j9 ond des Ellipsolds @ ebenfalls in der Ebene NOS. T scbneide 
OS in üf '•* so ist Oilf' die reciproke Länge von OS, also T\ eben so weit 
vom IJrsprong entfernt als die auf ON senkrechte Berflbrongs-Ebene T an 
die Wellenfläcbe, welche ihre Schwingong in der Ebene NOS hat. Schneidet 
T die Senkrechte ON zo W in M, so fällt, wenn man das Dreieck OBÜK 
in seiner Ebene om O om einen rechten Winkel dreht (in der Richtong gegen 
die OS entsprechende Kante ON)^ M' aof M ond A' auf einen Ponct R, 
welcher der BerAhrongsponct der Ebene T mit der Wellenfläche ist 

Denn es sei ON' in der Ebene NOS eine Wellennormale in der 
Nähe von ON, OS' ihre entsprechende Kante, die im Allgemeinen nicht in 
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N08 lie^. Die Polar-Ebene 7' von S' schneide M'R in Q, die anf ON' 
aenl^reebte Berfilirungs-Ebene T an die Welienflfiche schneide MR, die Senk- 
rechte auf ON in M, im Puncto 0. T und T' haben denselben Abstand 
vom Mittelpunct O, aber T' ist nicht senl^reeht anf NOS, daher ist Af0 
verschieden von Mff. Je mehr aber ON' sich OiV nfibert, nm so mehr 
nfibert sich der Winkel von T' und NOS einem Rechten, nnd es streben 
daher UFff und MQ derselben Länge zu. Ffillt ON' mit ON zusammen, so 
ist (y der Berfihrungspunct jR' von T' mit S, nnd Q der Berfibrungspunct II 
von T mit der Welienflfiche; die Dreiecke OM!R' und OMR sind congment. 

Nun ist aber die Berflhrungs* Ebene T' an @ in R' senkrecht so 08 
(als Polar-Ebene von jS), also senkrecht zur Ebene NOS, mithin ist die 
Tangente in R' an eine auf NOS senkrechte Ellipse des Ellipsolds d senkrecht 
auf OjR^ oder OR' ist eine Axe dieser Ellipse, die auf OR senkrecht steht. 

Zieht man also einen beliebigen Radiue und eeknmiet auf ihm 
die Länge einer Axe der auf dem Radius in O senkreeUan EUij^e des 
Polar^Ellipstads ab, so hat man einen Punet der Wellenfläehe. 

S. 

Aus dem Polar -Ellipsold @ Ififst sich daher die Welienflfiche pnnct*- 
weise finden, und es leuchtet ein, dafs sie die drei Haupt-Ebenen der beiden 
Ellipsolde zu Symmelral-Ebenen hat und mit beiden concentrisch ist. 

Es seien a>bz>e die drei Halb-Axen des Polar-Ellipsolds S. Von 
einer concentriscben Kugel vom Halbmesser b wird S in zwei Kreisen ge- 
schnitten. Die Senkrechten auf diese Kreisscbnitte in O nenne man fflpH^ 
sehe Axen des Ellipsolds @.** Man stelle sich die zwei Reihen von Kegeln vor, 
die diese Axen zu Pocal-Linien haben und die sich senkredit durchschneiden. 
Die erste Reihe von Kegeln k^^ schliefsen mit einem und demselben Mantel 
zwei optische Halb-Axen des Ellipsolds (S ein, welche symmetrisch zur Axe e 
liegen; die zweite Reihe von Kegeln k^ zwei optische Halb- Axen, welche 
symmetrisch zur Axe a liegen. Oder anders ausgedrOckt: die erste Reibe 
bat ihre eingeschlossene Axe in der Axe e, die zweite in der Axe a. Die 
erste Reihe schneidet die Ellipse {a^ c) zwischen einer grofsen Halb- Axe m 
und einer optischen Halb -*> Axe, die zweite Reihe schneidet dieselbe Ettlpae 
zwischen einer optischen Halb-Axe und einer kleinsten Halb-Axe e. 

Die Ergfinzungskegel der ersten Reihe k^ haben daher eine Kanten- 
iioffe !>^ and <Zb, die der zweiten k2>b und <a$ mit andirn Worte«: 
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die Poncte der Wellenflficbe auf der ersten Reihe von Kegeln ki haben eine 
Entfemiing vom Hittelpnnct zwischen c und ftj die auf der zweiten Reihe 
von Kegeln Ar, zwiseben b und a. Die Puncto auf jedem Kegel sind gleich 
weit vom Mitlelponct entfernt, liegen also auf einem sphärischen Kegelschnitt. 

Um ein ganz bestimmtes Bild zu gewinnen, betrachte man eine HAlfle 
des Polar *-EllipsoIds 6 mit dem Hauptschnitt {a,b) als horizontale Basis, die 
Halb-Axe e vertical nach oben. Man bezeichne durch OX, OY, OZ die 
Richtungen der Haib-Azen a, b, e. 

Der weiteste Kegel der ersten Reihe ki ist die Basis selbst, die Kanten-«- 
lAnge des Ergänzungskegels ist c; die Wellenfläche beginnt also mit einem 
Kreise vom Halbmesser c in der Basis. Die folgenden Kegel ^j bewegen 
sich, langsamer in der Richtung OX, schneller in der Richtung OY. Die 
sphärischen Kegelschnitte, die auf ihnen und zugleich auf der Wellenfläche 
liegen, haben zwei Scheitel in XOZ auf einer Ellipse, mit den Axen c 
längs OX, a längs OZ, die zwei andern in YOZ auf einer Ellipse, mit 
den Axen e längs OY, b längs OZ; wie es sich leicht ans der Betrachtung 
der Kanten ergiebt, die den in XOZ und YOZ liegenden Kanten der Ke- 
gel kl entsprechen. 

Die sphärischen Kegelschnitte bauen sich also, von dem Kreise mit 
dem Halbmesser c in der Basis aus, in der Art auf, dafs die beiden Scheitel 
in XOZ auf der Ellipse {c,ä) langsamer in die Höhe rächen, als die zwei 
Scheitel in YOZ auf der Ellipse (c, &), so dafs zuletzt, wenn die zwei letzten 
Scheitel in YOZ schon bis zum Scheitel ihrer Ellipse gekommen sind, wo 
sie zusammenfallen, die beiden andern Scheitel in XOZ erst die optischen 
Axen des Ellipsolds 6 erreicht haben. Damit ist man bis zum letzten Kegel 
der ersten Reihe gekommen; der ihm entsprechende sphärische Kegelschnitt 
ist ein begränzter Kreisbogen vom Halbmesser b in XOZ, begränzl durch 
die optischen Axen, und die kleinste Halb-Axe schneidend. Dieser Bogen ist 
der Schlufsstein des Gewölbes, das der ersten Reihe von Kegeln entspricht. 

Nun schliefsen sich die Kegel der zweiten Reihe an. Sie umschliefsen 
mit Einem Mantel zwei optische Halb-Axen des Ellipsolds (S, von denen nur 
Eine in dem Halb-Ellipsold liegt. Man nehme also, um bei demselben Halb- 
EUipsoId zu bleiben, zwei Hälften der zwei sphärischen Curven an, die Jedem 
Kegel zukommen. Dann erhält man zwei hyperbolische Äste, deren jeder mit 
einem Puncto in XOZ zwischen den optischen Axen beginnt und zu beiden 
Seiten von XOZ symmetrisch gegen die Ebene XOY herabläuft 
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Der erste sphärische Kegelschnitt dieser Reibe wird ron den swei 
begrAnzlen KreisbogeD vom Halbmesser b gebildet, die von den optischeD 
Axen zu den beiden gröfsten Haib-Axen herablaufen. Diese sphfirische Carve 
hat zwei Puncle, welche anf den optischen Axen liegen, mit der letzten der 
ersten Reihe gemein. Die folgenden kphfirischen Carven der zweiten Reihe 
haben, jeder Ast, einen Scheitel in XOZ zwischen den optischen Halb-Aixen 
auf einer Ellipse mit den Axen c lAngs OX, a lAngs OZ, und zwei End« 
puncte (Scheitel för die vollständige Curve) in XOY, symmetrisch zu XOZ 
auf einer Ellipse mit den Axen b Iflngs OX, a lAngs OY. Der Scheitel be- 
wegt sich langsamer als die Endpnnete, die Curven dehnen sich in der Rich- 
tung OY aus, so dafs, wenn der Scheitel in seinem höchsten Punct in der 
Entfernung a vom Mittelpuncl auf OZ angekommen ist, die beiden Endpuncle 
sich in YOZ in derselben Entfernung a vom Mittelpunct befinden. Der letzte 
Kegel dieser Reihe ist die Ebene YOZ} der entsprechende sphärische Kegel- 
schnitt ein Halbkreis vom Halbmesser n. Dieser Halbkreis ist der Schlufsslein 
des Gewölbes, das der zweiten Reihe von Kegeln entspricht. 

Die auf Kugeln von immer gröfserero Halbmesser liegenden sphärischen 
Kegelschnitte der ersten Reihe bilden also einen Innern Mantel, der mit einem 
begränzten Kreisbogen schliefst. An den Endpuncten dieses Kreisbogens 
schliefst sich ein äufserer Ifantel an, beginnend mit den Resten dieses Kreis- 
bogens, schliefsend mit einem Halbkreise in einer zur Ebene desselben Kreis- 
bogens senkrechten Ebene. Die zwei Mäntel haben nur zwei Puncte gemein } 
denn es giebt nur zwei sphärische Kegelschnitte, die auf derselben Kugel 
liegen, und diese zwei haben nur zwei Puncte gemein. In diesen zwei Puncten 
geht der eine Mantel in den andern aber. (Die vollständige Fläche hat also 
vier ausgezeichnete Puncte.) 

6. 

Die erste Reihe von Kegeln schneidel auch den äufsecn, die zweite 
Reihe den Innern Mantel. Man suche die Natur dieser Curven. 

Man ziehe irgend einen Radius, der das Ellipsold E in N schneidet. 
Die- zwei Puncte auf dem Radius, die der Wellenfläche angehören, sind in 
Abständen a und ß vom Mittelpunct gegeben durch die Axen der auf dem 
Radius senkrechten Ellipse des Eilipsolds S. Die Berflhrungs- Ebene an (S, 
welche auf dem Radius senkrecht steht und der Ebene jener Ellipse parallel 
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ist, hat den Abstand ^ vom MittelpaocI. Das Prodnct: 

ist also der Inhalt eines Ober drei conjo^rlen Halbmessern des Ellipsolds @ 
beschriebenen Parallelepipeds : also conslani, welche Richtung aoch der Radius 
beben mag. Liegt der Radius beständig auf einem Kegel , der die optischen 
Axen von @ zu Focallinien hat, so ist auch eine der Eilipsen-Axe, z. B. a, 

constant, also ist ß^rrj^ constant, d. L der um ß vom Mittelpunct entfernte 

Panct der Welienflfiche auf OJV liegt auf einem dem Ellipsold J^fihnlichen Eliipsoid. 

Schneidet also ein Kegel einen der Mäntel der Weltenfläche in 
einetn sphärischen Kegelschnitt , so schneidet er den andern in einem 
etUpsatdischen Kegelschnitt, der auf einem dem Eliipsoid E ähnlichen 
Ellipsold liegt. 

Durch jeden Punct der Welienfliche geben also zwei Gurven, die auf 
zwei sich senkrecht schneidenden Kegein liegen: die Tangente an die sphä- 
rische Gurve ist senkrecht zur gemeinschaftlichen Kante, also senkrecht zur 
Berflhrungs-Ebene des Kegels, der die ellipsoldische Gsrve enthalt, nnd daher 
senkrecht auf der Tangente an diese Gurve; d. L JUe sphärischen und 
elHpsoldischen Kegelschnitte durchschneiden eich senkrecht. 

Die Schwingung in jedem Punct der Wellenflache ist senkrecht zum 
sphärischen Kegelschnitt durch diesen Punct (3.), also tangentiell zum ellipsol-* 
dischen Kegelschnitt. Man kann sich also die Schwingungen in der Art zur 
Anschauung bringen, dafs man sich die sphärischen Kegelschnitte vollkommen 
biegsam vorstellt und sich um Weniges (da die Schwingungen sehr klein 
sind) zusammenziehen und wieder ausdehnen täfst; und zwar so, dafs in allen 
Punclen der Gurve Zusammenziehung und Ausdehnung zu gleicher Zeit be- 
ginnen nnd aufhören, weil die Puncto alle gleich weit vom Mittelpunct ab- 
stehen und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, der durch sie gebenden Strahlen 
dieselbe ist, also die Schwingungen gleiche Phasen haben. 

7- 
Es bleibt noch flbrig, die Verhaltnisse zu untersuchen, die sich an die 
Puncto der Wellenflache knapfen, wo beide Mantel zusammenstofsen. 

Es sei OA eine optische Halb- Axe des Ellipsolds E, der darauf senk- 
rechte Diametraiachnilt ist ein Kreis; man erhalt alao «nendlieb viele auf OA 
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senkrechte Berabrungs-Ebenen der Wellenflflcbe, die aber alle in Einer Ebene 
zusammenfalten. Suchen wir die Berflbrungspuncle. 

Die Polar-Ebenen der Pnncte des Kreisscbnilts von E, der senkrecht 
auf OA steht, amhfillen einen geraden Cylinder, der das Ellipsold (S Ifings 
einer Ellipse berahrt nnd dessen senkrechter Schnitt einen Halbmesser b hat, 
gleich der mittlem Halb-Axe des Ellipsolds S. Es sei y die Neigung der 
Ebene jener Berfibrungs- Ellipse gegen die Ebene des Kreisscbnitts von E, 
und q> die Neigung irgend einer Ebene durch die optische Axe OA gegen 
die Ebene beider optischen Axen. Dann ist der Abstand des Puncts der Be- 
rahrungs-Ellipse, der in der Ebene mit der Neigung <p liegt, von der Eben* 
des Kreisschnitts 

= b.eo8<p.lgy. 

Dreht man die Ebene mit der Neigung q> um O ira sich selbst um eines 
rechten Winkel, so fAlit dieser Punct der Berahrungs-Ellipse in den Abstand 
Acos^tg/ von der optischen Axe und ist ein BerOhrungspunct der auf der 
optischen Axe OA senkrechten Berflhrungs- Ebene an die Wellenflfiche. Ist 
9) = 0, so erbfilt man einen Punct auf dem Durchmesser von E, der dessen 
Kreisschnitt conjugirt ist, als Punct der WellenflAche, und der Abstand dieses 
Puncts von der optischen Axe ist b\gy. Die Gerade b\gy und alle Geraden 
big)^eo3q> liegen in einer und derselben auf OA senkrechten Ebene und bil- 
den mit einander den verfinderlichen Winkel ^, dessen Spitze in der optischen 
Axe liegt. Die Endpuncte der Geraden liegen also auf einem Aber (tg^^ alt 
Durchmesser beschriebenen Kreise. Die jf€stichten Berührungapuncte lieg^m 
mithin alle auf einem znr Ebene der optischen Axen eenkt^echUn und 
sjfmmelrischen Kreise, der durch die optische Axe OA nnd den dem ent^ 
sprechenden Kreisschnitl conjughrlen Durchmeeser gehl, und dessen Ebene 
zur optischen Axe senkrecht ist, 

8. 

Es sei Oa eine optische Halb- Axe des Ellipsolds Q. Der daranf seakr 
rechte Diametralschnilt von E ist ein Kreis; daher liegen auf Oa oneBdlich 
viele Puncto der Wellenflache, die aber alle in Einem susammenfalleo. Man 
suche die Berflhrungs-Ebenen in diesen Puncten. 

Die Berflhrungs-Ebenen an (S Iflngs des Kreisschnills nrnhUllM einem 
Cylinder^ und ihre Pole liegen auf E, in oiner Ellipse, deren Ebene senk- 
recht mr Cylinder-Axe ist. Es sei d der Winkel der Ebene dieser EIBpee 
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mit dem Kreisschnitt von S, 9 der Winkel einer beliebigen Ebene durch die 
optische Äxe Oa und der Ebene beider optischen Axen. Die Berflhrnngs-Ebene 
an (S in dem in der Ebene mit der Neigung q) liegenden Pnnct des Kreis* 
Schnitts enthalt eine Tangente des Kreisschnifts, ist also senkrecht zur Ebene 
mit der Neigung q>, also auch zu der Geraden, wo diese Ebene die Ebene 
der Ellipse auf E schneidet. Diese Gerade macht mit dem Halbmesser des 
Kreisschnitts von (S, der in der Ebene mit der Neigung (p liegt^ einen Win- 
kel tp, der durch die Gleichung 

tgy; = co9(pl^ngy 

bestimmt wird. Ist 9 = 0, so erhfill man, nachdem man die Ebene mit der 
Neigung 9) um in sich selbst um einen rechten Winkel gedreht hat, die 
dem Kreisschnitt von @ conjugirten Durchmesser; und der Winkel dieses 
Durchmessers mit der optischen Axe Oa ist V^ = 7. Ist q> nicht =0, so 
erhält man eine Reihe von Geraden, die nach der Drehung um einen rechten 
Winkel den Winkel tp mit der optischen Axe machen. Daraus folgt, dafs 
diese Geraden, oder die Senkrechten auf den verschiedenen BerAhrungs-Ebenen, 
die Durchschnitte zweier auf einander senkrechten Ebenen sind, von denen 
die eine durch die optische Axe Oa von 6, die andere durch die dem Kreis«- 
schnitt von @ conjugirten Durchmesser geht; oder die Kanten eines Kegels, 
dessen Kreisschnilte zu diesen beiden Geraden senkrecht sind und der zugleich 
durch diese Geraden geht. Daher bilden die Berührungs-- Ebenen einen 
Kegel, der jene Gerade zu Facaltinien hat und von dem zwei Berührungen 
Ebenen senkrecht zu denselben Geraden sind. 

TQbingen, im Juli 1855. 
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17. 

Die lineale Erzeugung von Curven dritter Ordnung« 

(Von dem Herrn Professor Dr. Grafswaim, Oberlehrer am Gymnasio za SlelUn.) 



Im 31. Bande (S. 123 ff.) und im 36. Bande dieses Journals (S. 178 ff.) 
habe ich drei möglichst einfache Metboden angegeben, um sAmmlliche Curven 
dritter Ordnung durch Bewegung gerader Linien um feste oder geradlinige 
bewegliche Puncto su erseugen. Es wurden diese Methoden durch die drei 
Gleichungen : 

(1.) xaBcDxDiC^B^üiX = 0, 

(2.) xaAtti.xbBb^.xc = 0, 

(3.) xaA.xbB.xcC = 0, 

dargestellt, in welchen die kleinen Buchslaben Puncto, die grofsen gerade Linien, 
X den die Curve construirenden Punct bezeichnen, und in welchen die Mut- 
tiplication ptanimetriscA ist. Ich habe dort streng und ausfflhriich nachge- 
wiesen, dafs die beiden ersten Methoden allgemein sind, d. h. dafa sich jeie 
Curve dritter Ordnung durch jWe dieser Methoden erzeugen lasse; und zwar 
die erste auch dann, wenn man B und Bi zusammenfallen ISfst, wogegen 
ich für die dritte Methode dort den Beweis nur mehr andeutele als ausfdhrte 
(Bd. 36. S. 180). 

Hr. Prof. Bellavifis behauptet nun in einem Aufsatze (unter dem Titel: 
Sopra un algorilmo proposto per esprimere gli allineamenti etc. Yenozia 1855), 
welchen er mir zuzuschicken die Güte gehabt hat, es sei keine jener Methoden 
alljfemein, sondern es liefsen sich durch jede derselben nur ganz specielle 
Curven dritter Ordnung erzeugen; nämlich nur solche, die durch 7 oder gar 
durch 6 Poncte bestimmt werden, und die daher von noch specietlerer Naior 
seien, als die durch 8 Pnncte bestimmte Doppelpunctscurve; dagegen sei 
Ckaeles der erste, welcher (Compte rendu, 30 mai 1853) ein solches Pro- 
blem gelöset habe. Dies, und die freie Darstellung des Algorithmus, wie 
ich ihn in Band 31, 36, 42, 44 dieses Journals entwickelt, so wie der Beeh- 
nungsregeln, welche ich dort für diesen Algorithmus mitgetheilt habe, bildet 
den Inhalt des genannten Aufsatzes. Der Einwurf mufste ffir mich um so 
bedeutender sein, da Hr. Bfllatitie diesen Algorithmus selbstfindig behandelt 
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und damit Reraltate ersieh. Icli glaube es daher mir und dem Oegenataiide 
achaldig zu sein, deoseiben noch einmal aufzunehmen, und namentlich auch die 
Aligemeinheit der drillen Methode streng nachzuweisen. Zugleich werde ieb 
Beigen, dafs sich nicht nur jede beliebige lineale Erzeugung der Curven 
dritter Ordnung auf die zweite Methode direct zurflckfflhren Ififst, sondern 
dafs sich auch aus 9 beliebig gegebenen Puncten die Conslanten der Glei-» 
cbung (2.) so bestimmen lassen, dafs die durch diese Gleichung dargesteUte 
Curve durch jene 9 Puncto geht; d. h. ich werde die linealen Eigenschaften 
eines Zehneck^, welches einer Curve dritter Ordnung eingeschrieben ist, ans 
einer Gleichung von jener Form ableiten. Gelegentlich werde ich dann auch 
die Fehlschlflsse angeben, auf welchen der Einwurf des Hrn. BMwitis beruht- 

s. 1. 

Die wichtigsten Rechaungsregeln der planimelriscben Mulliplication. 

Im folgenden, wie in den froheren Aufsfitaen, sollen stets die Ptmele 

mit kleinen^ die geradeß Linien mit grofeen Buchstaben bezeichnet werden^ 

und jene „Elemente erster Stufe,'* diese ^Elemente zweiter Slufe^ heilstn^ 

wahrend ich die Zahlen „Gröfsen nullfer Stufe" nennen werde. Ich werde 

vorzugsweise solche Gleichungen betrachten, deren eine Seite Null, und deren 

andere Seite ein Product ist, in welchem die Summe der Stufenzahlen aller 

darin enthaltener Factoren durch drei theilbar ist, und in welchem fiherhaupt 

keine andere Verknüpfung vorkommt, als nur planimetrische Multiplication. 

Eine solche Gleichung drflckt, wenn nicht einer der Factoren Null ist« stets 

aus, dafs ein bestimmter Punct in einer bestimmten geraden Linie liegt. So 

z. B. drflckt die Gleichung 

Jb = 

aus, dafs der Punct b in der geraden Linie A liegt. Hr. Bellaviüs braucht 
hiefflr das Wort Congruenz; was aber nicht ganz angemessen sein dflrfte, da 
ein Punct nicht mit einer geraden Linie congruent genannt werden kann. Ich 
werde mich, wo es auf einen kurzen Namen ankommt, des entsprechenden 
Wortes Ineidenz bedienen, so dafs also die obige Gleichung, welche ausdrfickt, 
dafs b in A fällt, oder b mit A incidenf ist, eine Ineidenz heifsen soll, wah- 
rend ich för das Zusammenfallen zweier Puncte oder zweier gerader Linien 
das Wort Congruenz beibehalte, fOr welches Hr. Bellavitis ohne Noth Cofn- 
cidenz setzt. Dafs Hr. BeUamtia jene Gleichung Oberdies in der Form 

Ab WO 



256 '^* Grafsmannj über Curven driiter Ordnung. 

schreibt, ist eine Veränderang der Beseicbnang, welche nicht blofs flberflfissig^ 
sondern auch, wenn das Zeichen || nicht denselben Sinn haben soll wie jedes 
Gleichheitszeichen, unrichtig genannt werden mnfs. (Man sehe meine Ans* 
dehnungslebre , wo sich die Gleichheit planimelrischer Prodncte, so wie ihre 
Addition u. s. w. im weitesten Sinne behandelt findet.) 

Die wichtigsten Rechnungsregeln, deren ich mich im Folgenden bedie- 
nen will, und bei deren Anwendung ein Product sich selbst congruent bleibt, 
werde ich hier kurz zusammenstellen, indem ich mich dabei auf meine frohe- 
ren Aufsfitze berufe« 

Reyel 1. Die Stufenzahl eines planimelrischen Products ist der Summe 
der Stufenzahlen seiner Factoren congruent, in Bezug auf den Modul 3. (Man 
sehe den entsprechenden Satz für das alereomelrische Product in diesem 
Journal Bd. 49. S. 12.) 

Reget 2. Zwei Elemente von gleicher Stufe, welche entweder die 
ersten Factoren eines Products sind, oder auf einen ersten Factor derselben 
Stufe folgen, können unter sich vertauscht werden, und geben Null, wenn sie 
einander congruent sind (Bd. 43. S. 194), z. B. 

ab^ba, AB = BA, abc = acb, ABC=ACB, 
aa — ÄA^abb = ABB:=:^0. 

Regel 3. In einem Product nuilter Stufe (s. Regel 1) kann man eine 
scbliefsende Klammer weglassen, wenn man zugleich die Ordnung sflmmtlicher, 
frei in der Klammer stehenden (d. b. nicht von einer neuen Klammer om«- 
schlossenen) Factoren umkehrt; oder, anders ausgedrOckt: Man kann in einem 
Product nulller Stufe eine Schlufsklammer setzen, wenn man die Ordnung siftmmt- 
lieber, frei in die Klammer tretender Factoren umkehrt (Bd. 44. S. 5), z. B. 

obCdEfy = a(gfEäCb). 

Zusatz. Man kann auch die Ordnung sämmtlicher Factoren eines Pro- 
ducts nuliter Stufe umkehren (ebend.), z. B. 

abCdEfg = gfEdCba. 

Reget 4. Zwei einander inddente Factoren, welche auf einandar 
folgen, können vertauscht werden (Bd. 42. S. 194), z. B. 

abC=aCb, wenn bC=0. 

Regel 5. Ein Factor nuilter Stufe (s. Regel 1) kann, wenn w Hiebt 
Null ist, weggelassen werden (Bd. 42. S. 194), z. B. (s. Regel 4) 

aCb^b, wenn aC^O ist. 
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Be^el 6. Weno in einem Preducte swischen swei congraenlen Ele- 
menten ein Element ven anderer Stafe steht, so kann man es mit einem der 
beiden andern lusammen weglassen, falls nicht Incideni iwisehen ihnen Statt 
findet. Z. B. 

uhCb^ak, wenn Ch^Q ist. 

Beweis. aftCft=C(a»)«(Regel2) = C»(a»)(Regel4)=a»(Regel5), 
wenn Cb^O. 

Regel 7. Wenn ein Prodnct mit 4 Factoren gleicher Stnfe beginnt, 
von denen die swei leisten von einer Klammer umschlossen sind, und einer 
der zwei lotsten congruent ist mit einem der swei ersten, so kann man statt 
aller 4 Factoren einen der beiden congruenlen setsen, ftiUs nicht das Product 
der 3 flbrigen Null ist (Ausdehnungslehre. Leipsig 1844. §. 133), s. R 

ab{ae)^a, wenn nic^O. 

Denn ab{ac) = ha{a€) (Reg. 3) = h{t»e)a (Reg. 4) = a (Reg. 5), wenn 
aeb^O ist. 

Regel 8. Wenn das Product sweier Elemente, deren eines wieder 
aus swei Factoren besteht, gleich Null gesetst ist, so ist diese Gleichung gleich- 
bedeutend mit dem Vereine sweier anderer Gleichungen, die man aus Jenen 
erhfllt, wenn man von den letstgenannten Factoren, einmal den einen, dann 
den andern auslafst; s. B. die Gleichung 

a»C= 

ist, wenn ab ein Element (also nicht Null) ist, gleichbedeutend mit dem Vereine 
der beiden Gleichungen 

a6's=:0, *C = 0. 

Regel 9. Eine Inddenz, welche in Besug auf x vom iiten Grade ist, 
bestimmt als geometrischen Ort von w eine Linie nter Ordnung (Bd.3I.S. 119). 

%. 2. 
Deutung der Gleichung (3.)- 

Die Gleichung (3.) 

xaA.xbB.xcC s= 

ist in Besug auf x vom dritten Grade; also ist (Reg. 9) der geometrische Ort 
von X eine Linie dritter Ordnung. Der Ausdruck xaA stellt den Durch«» 
schnittspunct der geraden Linien xa und A dar^ und da das Product dreier 

Grelle*! Joamal f. d. M. Bd.Xll. HeCtS. 33 
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Paocte dann, and mir dann Null ist, wenn die drei Pnncte in gerader Linie 

liegen, so enthält obige Gleichung folgenden, schon (Bd. 36.) mitgetheilten, Satz: 

^Der geometrische Ort eines Puncis, dessen Verbindungslinien mit drei 

festen Punclen drei feste gerade Linien so schneiden, dafs die 3 Durch- 

schnittspuncte in gerader Linie liegen, ist eine Curve dritter Ordnung*' 

Die Curve geht, wie ich (Bd. 31. S.125) nachgewiesen habe, durch fol- 
gende 9 Puncto: 

a, b, c, BC, CA, AB, bcA, caB, abC, 

die ich beziehlich mit 

a, b, c, Äi, 6i, iJi, a, ß, Y 

bezeichne. Es haben also die beiden Dreieclie a6c und a^Ci die Eigenschaft, 
dafs sich ihre entsprechenden Seiten in den Puncten a, ß, y treffen; nämlich 
bc trifft die Seite b^c^ oder A in dem Puncto a; ca die Seite c^Ui oder B 
in ß, und äh die Seite nA oder C in y. Folglich ist es, damit sich eine 
Curve dritter Ordnung mittels der Gleichung (3.) darstellen lasse, nothwendig, 
dafs man ihr zwei Dreiecke übe und nAci einschreiben könne, deren ent- 
sprechende Seiten sich in 3 Curvenpunclen a, ß, y schneiden. Um auf rein 
geometrische Weise zu zeigen, dafs dies bei jeder Curve dritter Ordnung 
möglich sei, will ich einige Sätze Ober diese Curven voranscbicken. 

§. 3. 
Ober den Gang der Curven überhaupt, und der Curven dritter Ordnung insbesondere. 

Satz i. Definition. Ich sage, ein Punct. welcher sich in einer 
Ebene bewegt^ bewege sich stetig, wenn die gerade Linie, welche von irgend 
einem Puncto aufserhalb der Ebene nach ihm gezogen wird, bei jener Bewe- 
gung niemals aus einer Lage unmittelbar in eine andere fibergeht, welche mit 
jener einen endUehen Winkel bildet. 

Bemerkung. So lange der Punct in endlicher Entfernung bleibt, llfst 
sich seine stelige Bewegung auch dadurch bestimmen, dafs er bei jener Be- 
wegung niemals aus einer Lage in eine andere flbergeht, welche um eine 
endliche Strecke von jener entfernt liegt. 

Satz 2. Definition. Wenn ein Punct von einer beliebigen Lage 
ans sich eletig so bewegt, dafs er keinen Punct seiner frfiheren Bahn berShrt, 
bis er wieder in seine ursprfingliche Lage zurfickkommt, so nenne ich diese 
Bahn einen Zmg^ und sage, der Punct habe diesen Zug einmal dnreblanfeD. 
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Bemerkung. In diesem Sinne wird man z. B. sagen können, dafs 
jeder Kegelschnitt, der nicht in zwei gerade Linien zerfällt, ans Einem Zuge 
bestehe. 

Salz 3. Jede Projection eines Zages ist wieder ein Zug. 

Satz 4. Jede Curve dritter Ordnung besteht entweder ans zwei 
Zügen, oder ans nur einem Zuge, oder aus einem Zuge und einem isolirtea 
Purict, nnd zwar sind die drei reellen Wendepuncte jedesmal in einetn Zuge 
enthalten. 

Beweis. Es geht dies am deutlichsten aus den 5 von Newton auf- 
gestellten divergirenden Parabeln hervor, durch deren Projection alte Curven 
dritter Ordnung erzeugt werden können {Newl. En^meratio linearum tertii 
ordinis pag. 92^ 93). Die Curve mit einem Krenzpuncte mufs nach der auf- 
gestellten Definition als aus zwei Zügen bestehend angesehen werden, welche 
in dem Krenzpuncte zusammenslofsen. Eine in gerade Linieif zerfallende Linie 
höherer Ordnung rechne ich nicht zu den Curven. 

Satz 5. Wenn eine gerade Linie, die sich um einen festen Punct 
stetig bewegt, eine algebraische Curve schneidet, so kann die stetige Fortbe- 
wegung der Durchschnittspuncte nur gleichzeitig bei zweien dieser Puncto 
aufhören. 

Bemerkung. Alle diese Satze sind entweder bekannt, oder unmittel- 
bar einleuchtend. 

Salz 6. Zieht man von irgend einem festen Puncto einer Curve 
dritter Ordnung, der aber nicht ein Doppelpunct ist, eine Gerade nach einem 
beweglichen Puncto, welcher einen Zug der Curve einmal durchlauft, so durch- 
lauft auch der dritte Punct, in welchem jene Gerade die Curve trifft, einen 
Zug derselben einmal. 

Beweis. Es sei a der feste Punct, p der bewegliche, welcher einen 
Zug der Curve einmal durchlauft, und q der dritte Durehsehnittspuncl von 
ap mit der Curve. Zu zeigen ist, dafs auch q einen Zug der Curve einmal 
durchlauft. Erstens kann wahrend jener Bewegung q nicht unbeweglich blei- 
ben, weil sonst a ein Doppelpunct wäre; zweitens kann aber q nie aufhören 
sich stetig zu bewegen, weil sonst, nach (Satz 5), auch einer der beiden 
andern Puncto p oder a aufhören mflfste, sich stetig zu bewegen. Für p ist 
dies gegen die Annahme ; für a ist es gleichfalls nicht möglich, da sich a nach 
der Annahme gar nicht bewegt. Drittens kann aber auch q nicht einen frü- 
heren Punct seiner Bahn, etwa den Punct q', wieder berühren; denn es sei 

33 ♦ 
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f* dar Psnct, in welchem a^ die Carve anfser a nod ^^ trillk, so iit p^ der 
PttDCt) in welchem sich beidemale p befanden haben mflfste, wihrend ^ sich 
lo ^ befindet; also roflfste ancb p und p* wieder einen Pnnct seiner frOheren 
Bahn berflhrt haben; gegen die Annahme. Endlich, wenn p wieder sn sei- 
ner Anfangslage zorOckkehrt, so kehrt auch q in ihr snrflck; also dnrchllnfl 
q während jener Bewegung die Carve einmal. 

Satz 7. Die Aniahi der Fände, in welchen eine algebraische Cnrve 
den Umfang einer geschlossenen Figar schneidet, ist stets eine gerade. 

Bewwf. Da jeder Zweig einer algebraischen Corvo entweder in sich 
geschlossen ist, oder nach beiden Seiten ins Unendliche hin sich erstreckt, so 
mofs jeder Zweig der in das Innere der Figur hineingeht, auch wieder aus 
demselben herausgelangen; mithin mufs die Anzahl der CuFvenstflcke, welche 
den Umfang schneiden, gerade sein; folglich auch die Anzahl der Puncto, in 
welchen die Curte den Umfang schneidet, indem, wenn m Corvenzweige 
durch denselben Pnnct des Umfangs gehen, dieser als ein mfacher Punct ge- 
rechnet wird. 

$. 4. 
Entsprechende Dreiecke, welche einer Carve drilter Ordnang eingeschrieben sind. 

Wenn die Richtung, in weicher eine gerade Linie in einer Ebene dsrch- 
laufen wird, bekannt ist, so ist dadurch auch ihre rechte oder linke Seile be- 
stimmt. Ich sage, ein Punct c liege von der geraden Linie ab ans nach rechte, 
wenn man, um auf zwei geradlinigen Wegen von a Ober b nach c zn gelan- 
gen, nach rechts hin abbiegen mufs. 

Salz 8. Wenn eine gerade Linie {pq) sich um einen festen Panel 
c drehl, und zwei Puncto in ihr {p und q) sich in zwei festen Geraden 
{A und B) bewegen^ welche während der Bewegung nie mit jener beweg- 
lichen geraden Linie (pq) zusammenfallen: so bewegen sich beide Puncto 
{p und y), von der beweglichen Linie aus, nach derselben Seite, wenn der 
Drehpunct (c) aufserhalb dieser Puncto liegt, und nach entgegengesetzter, 
wenn innerhalb. 

Satz 9. Wenn die Schenkel eines Winkels {cqä) sich nm zwei feste 
Puncto (c und a) drehen, und der Scheitelpnnct desselben {q) sich in einer 
festen geraden Linie (0) bewegt, welche während der Bewegung mit keinem 
der Schenkel zusammenfällt: so bewegt sich der ScheilelpuncI (9), von den 
beiden Schenkeln {cq und aq) aus, nach derselben Seite, wenn die ^rade 
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Linie (0) nicht in den Winkel hineingellt, nnd nach entgegengesetzter Seile, 
wenn sie hineingeht. 

Nach diesen vorbereitenden Sfltzen, von welchen die beiden leisten 
keines Beweises bedflrfen, schreite ich nnn zu dem Hauptsätze: 

Satz 10. Zu jedem Dreiecke abc, welches einer Curve dritter Ord- 
nung eingeschrieben ist, und dessen Seiten nicht Tangenten sind, giebt es 
ein, aber auch nur ein entsprechendes Dreieck ^idjCi, dessen Seiten die ent- 
sprechenden des ersteren in Puncten der Curve schneiden, und von dessen 
Ecken jede mit der entsprechenden in demselben Curvenzuge liegt. 

Beweis, Es seien a, ß, y die Puncte, in welchen die Seiten bc, ca, 
ab, beziehlich, die Curve zum drittenmaie schneiden, und A, B, C seien die 
Tangenten der Curve in den Puncten a, b, c. Nun bewege sich von a aus 
ein Punct p auf der Curve, also von a aus in der Richtung der Tangente A. 
Man ziehe die gerade Linie yp, welche die Curve zum drittenmaie in q treffen 
mag, so bewegt sich q von b aus in der Richtung der Tangente B. Ferner 
ziehe man die gerade Linie aq, welche die Curve zum drittenmaie in r treffen 
mag, so bewegt sich r, von e aus in der Richtung der Tangente C. Endlich 
ziehe man die gerade Linie ßr, welche die Curve zum drittenmaie in pi 
treffen mag, so bewegt sich p^ von a aus in der Richtung der Tangente A. 
Auch p bewegte sich von demselben Puncte a aus in der Richtung derselben 
Tangente A. Es Iflfsl sich aber leicht zeigen, dafs p und pi von a aus nach 
entgegengesetzten Seiten sich bewegen. In der Thal mögen m von den drei 
Puncten a, ß, y innerhalb der Seiten des Dreiecks abc liegen, und n von 
den 3 Tangenten A, B, C nicht in das Dreieck o^ir hineingehen, so werden^ 
da der Annahme gemäfs die Seiten des Dreiecks abc keine Tangenten sind, 
3— n von den Tangenten A, B, C in das Dreieck hineingehen; ebenso aber 
diejenigen m Curventheile , welche die (unverlängerlen) Seiten des Dreiecks 
treffen. Also wird, nach (Satz 7), fii-|-3 — it eine gerade ZA\ sein, folglich 
m — n eine ungerade, mWhm auch m-j-it eine ungerade Zahl sein. 

Betrachtet man nnn der Reihe nach die Seiten (rechte oder linke), 
nach welchen sich p und q von ab aus, q und r von bc aus, r und p^ von 
ca aus und pi von ab aus bewegen, zeigt sich klar, nach (Salz 8), dafs p 
und q von ab aus dann, und nur dann, nach entgegengesetzten Seilen sich 
bewegen, wenn y innerhalb der Seite ab liegt; dasselbe gilt fQr die Bewe- 
gung von q und r von bc aus, und fflr die von r und pi von ca aus. Fer- 
ner wird q (nach Satz 9) von ab und bc aus sich dann, und nur dann, nach 
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entgegengesetzten Seiten bewegen, wenn die Tangente B nicht in das Dreieck 
hineingeht; und dasselbe gilt fflr die Bewegung des Punctes r von bc und ca 
aus, so wie des Punctes pi von ca und ab aus. Folglich wird sich die Seite, 
nach welcher die Bewegung in den 7 oben genannten Fällen erfolgt, m-j-fimal 
umkehren, also, da m -fit vngeraie ist, im siebenten Falle entgegengesetzt 
sein, wie im ersten; d.h. pi bewegt sich von ab aus nach entgegenge-- 
setzter Seite wie p. 

Larst man nun * den Punct p von a aus den ganzen Curven-Zug, in 
welchem a liegt, einmal durchlaufen, so durchläuft, nach (Satz 6) der Punct q 
gleichfalls einen Zug der Curve einmal, und weil q, so auch r, und weil r, 
so auch Pi. Folglich durchlaufen p und pi von a aus nach entgegengesetzten 
Seiten den Zug, in welchem a liegt, einmal, mflssen sich also in einem zweiten 
Puncto dieses Zuges begegnen, aber auch in keinem dritten. Es sei a^ dieser 
Punct, und mögen q und r, während p in Hi flbergefat, in b^ und c^ flber^ 
gehen, so ist fiib^Ci das entsprechende Dreieck, dessen Seiten die ent- 
sprechenden des Dreiecks abc in den Curvenpunclen a, ß, y schneiden, und 
dessen Ecken mit den entsprechenden in denselben Curvenzflgen liegen. 
Aufser ihm giebt es kein anderes Dreieck dieser Art, q. d. e. 

Zusatz. Wenn die drei Puncto (a, ß, y)^ in welchen die Seiten 
eines Dreiecks {abc) die Curve zum drittenmale schneiden, in gerader Linie 
liegen, und jeder dieser Puncto mit der gegenAberiiegenden Ecke (a mit a, 
ß mit b, Y mit c) in demselben Curvenzuge liegt, so streckt sich das, jenem 
Dreieck entsprechende in die gerade Linie, welche jene drei Puncto {ct,ß,y) 
verbindet, aus; und es giebt dann aufserdem kein Dreieck, welches dem ge- 
gebenen (abc) in der genannten Weise entspricht. 

§. 5. 
Allgemeinheit der Curven drilter Ordnung, welche durch die Gleichung (3.) 

dargestellt werden. 

Es sei eine beliebige Curve dritter Ordnung gegeben. Um sie auf 
die Gleichung (3.) zurflckzufOhren, zeichne man in demjenigen Zuge der- 
selben, der die Wendepuncte enthält, ein beliebiges Dreieck, dessen Seiten 
jedoch nicht Tangenten sind; dann mflssen die dritten Durchscbnitlspuncte der 
Seiten und der Curve in demselben Zuge liegen. Sollten diese 3 Dorch- 
schnittspuncte etwa in gerader Linie liegen, so ist nach obigem Zusätze das 
angenommene Dreieck das einzige demselben Zuge eingeschriebene, dessen Seiten 
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durch jene 3 Durchschnittspancle gehen. Verfindert man also in dem ge- 
nannten Zöge das Dreieck jauf beliebige Weise, jedoch so, dafs zwei seiner 
Seiten durch zwei jener Durchschnittspancle gehen, so kann die dritte Seite 
nicht den dritten Durchschoittspunct treffen. 

Hat man nun das Dreieck so angenommen, dafs seine Seiten nicht 
Tangenten sind, so hat man in jedem Falle ein Dreieck abc erlangt, dessen 
Seiten, ohne Tangenten zu sein, die Curve zum drittenmale in drei Punclen 
a, ß, Y schneiden, welche nicht in gerader Linie liegen. 

Jetzt consiruire man das entsprechende Dreieck ^i^iCi, dessen Seiten 
sich mit den entsprechenden des Dreiecks abc in den Curvenpuncten a, ß, y 
schneiden. Dies ist nach (§.4.) stets mOglich. Man setze biCi^A, c^a^^B, 
iiiAi^C> so ist der geometrische Ort eines Pnnctes x, welcher der Gleichung 

(3.) xaA . xbB . xcC = 

genflgt, eine Curve dritter Ordnung, welche mit der gegebenen die 9 Puncto 
a, b, c, Ui^ 6x, Ci, a, ß, y gemein hat. Es bleibt also nur noch zu zeigen, 
dafs diese 9 Puncto von der Art sind, dafs durch sie eine Curve dritter 
Ordnung vollkommen bestimmt wird, d. h. dafs zwei Curven dritter Ordnung, 
deren jede durch diese 9 Puncte geht, mit einander zusammenfallen. 

Zu dem Ende berufe ich mich auf folgenden allgemein bekannten Satz: 
„Wenn zwei Linien 3ter (nter) Ordnung sich in 9 (in n^) aber auch 
„nicht in mehr Puncten treffen, und man nimmt zu 8 (zu ^it(ii4-3)— 1) 
„derselben einen Punct hinzu, welcher nicht jenen beiden Linien dritter 
„(nter) Ordnung gemein ist, so wird durch diese 9 (durch diese in(n-j-3)) 
„Puncto eine Linie dritter (nter) Ordnung unter allen Umstanden voll- 
„kommen bestimmt.^^ 

Legt man nun durch die drei Puncte b, c, a eine Gerade, ferner eine 
zweite Gerade durch die 3 Puncte C|, cii, ß, und eine dritte Gerade durch 
die 3 Puncte a, y, b, so bildet der Verein dieser 3 Geraden, eine Linie 
dritter Ordnung, welche mit der gegebenen Curve dritter Ordnung, aufser 
den genannten Punclen, unter denen b, als Doppelpunct der einen, zweimal 
gerechnet werden mufs, keinen Punct weiter gemein hat, weil jede Curve 
dritter Ordnung von einer geraden Linie in nicht mehr als 3 Puncten getroffen 
werden kann. Der Punct bi kann nun in keiner jener drei Geraden liegen, 
weil sonst diese Gerade die Curve in 4 Puncten treffen wflrde: also ist b^ 
nicht beiden Linien dritter Ordnung gemein, während die flbrigen 8 Puncte 
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a, h, c, Hl, Ca, a, ß, y beiden, gemein sind. Somit wird nach dem anfe«» 
fahrten Satze dnrcli die 9 Poncte 0, b, c, a^^ ft|, C|, a, ß, y eine Linie 
dritter Ordnung vollkommen bestimmt; d. b. zwei Linien dritter Ordnvng, 
welche diese 9 Pnncte gemein haben, sind identisch f also bt die gegebene 
Cnrve mit dem durch die obige Gleichung (3.) bestimmten geometrischen Orte 
des Puncis x identisekf folglich lAfst sich jede Cnrve dritter Ordnung durch 
eine Gleichung von der Form (3.) darstellen. D. h. 

Jeds Curv€ dritter Ordmung Idfst sieh als fsamstrisehsr Ort smes 
Puuctes srzeugsn, desssn VsrUndunßslinkm tmt drsi fsstsn Pmnetsm 
drei feste gerade Linien in drei Puncten schneiden^ die in gerader 
Lime Uegen; und zwar kommt es zu dem Bnde nur darauf am^ 
das Dreieck der festen Punete und das der festen Geraden so anzu^ 
nehmen, dafs sie der Curve eingeschrieben sind^ und dafs die ent^ 
sprechenden Säten beider auf der Curve sich begegnen. 

Bemerkung. Hr. Bellavitis behauptet, dafs sich durch die Glei« 
chung (3.) nur solche Curven dritter Ordnung darstellen lassen, welche schon 
durch 6 beliebige Punete bestimmt sind, d. h. welche schon bestimmt sind, 
wenn nur 6 Puucte gegeben sind, durch welche sie gehen sollen. An diesem 
Resultate hfitte Hr. Bellavitis schon um deswillen sich stofsen sollen, weil es 
iKcine Curve dritter Ordnung giebt, die durch 6 Punete auf lineale Weise 
bestimmt wird. 

Die Art, wie er zu seinem Resultate gelangt, ist im WesenlHchen 
folgende: Wenn uAmlich 6 Puncto a, b, c und ai, fti, Ci gegeben sind, so 
sind auch die Linien A, B, C als Seiten des Dreiecks a, b, e, also alle con- 
stanlen Elemente der Gleichung (3.); mithin auch die durch sie dargestellte 
Curve dritter Ordnung bestimmt, und folglich (so schliefst Hr. Bellavitis weiler) 
ist diese Curve dritter Ordnung schon bestimmt, wenn 6 Punete Hj b, v, 
^19 ^11 Ci gegeben sind, welche in ihr liegen sollen; und dies ist der FeU- 
schlufs. Nicht dadurch schon ist jene Curve bestimmt, dafs die genanalaB 
6 Punete in ihr liegen sollen, sondern erst dadurch, dah die 6 Puncle auch 
in der verlangten Weise in ihr liegen sollen, uAmlicb in der Weise, dafi 
die entsprechen Dreiecke abc und Oib^Ci sich auf der Curve begegnen ; wie iah 
dies auch schon in der oben angefahrten Abhandlung (Bd. 36. S. 180) bemerkt 
habe. Also, so wenig man daraus, dafs ein Kreis durch die Endpuncte tinea 
Durchmessers bestimmt wird, schliefsen darf, dafs der Kreis schon durch zwei 
beliebige Puncle bestimmt werde, ebenso wenig kann jener Schluft Geltung 
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baben. Gant dieselben Feblscbiflsse wendet Hr. Bellavifh an, nm die AU- 
gemeingOltiglieit der beiden andern Constroclionametboden an bestreiten; wobei 
er anf die von mir gegebenen Beweise der Allgemeinbeit lieine Rflclisicbt 
nimmt. 

$. 6. 
Znsammenhang twisehen den verBcbiedenen iinealen Brzeognngsweiaen einer Carve 

dritter Ordnung. 

Es wird dieser Zusammenhang am Iclarsten sich ergeben , wenn ich 
neige 9 wie sich alle andern Iinealen Eraengnngsweisen anf eine derselben, 
an welcher ich die durch die Gleichung (2.) dargestellte nehme, direet an- 
rOciKfahren lassen; nämlich in der Art, dafs man, wenn man die gegebene 
Erzengungsweise gleichfalls durch eine lineale Gleichung darstellt, ans den 
Constanten Elementen dieser Gleichung stets solche Elemente ableiten Icann, 
welche in die Gleichung (2.) gesetzt, diese der gegebenen gleichbedeutend 
machen. Nun habe ich in dem angefahrten Anfsatae (Bd. 36. S. 178) folgenden 
Satz bewiesen: 

^Der geometrische Ort des Pnnctes x, der durch die Gleichung 

xaÄai.xbBbi.xc s= 

bestimmt wird, ist eine Linie dritter Ordnung, welche durch folgende 
9 Puncte geht: erstens durch a, i, c, zweiten$ durch die Ecken eines 
Vierecks, von welchem zwei einander gegenflberliegende Seiten in den 
geraden Linien aai und A, und die beiden andern in den geraden Linien 
bbi und B liegen, und endlich durch die beiden Puncte, in welchen 
a^c die Seite A, und biC die Seite B schneiden,'* 
und den umgekehrten Satz: 

^Werden in einer Seite eines Vierecks zwei be- 
liebige Puncte a und Ui angenommen, während 
die gegenflberliegende Seite in der geraden Linie 
A liegt; sind ferner in einer dritten Seite zwei 
beliebige Puncte b und A| angenommen, während 
die gegenflberliegende Seite in der geraden Linie 
B liegt, und ist c ein beliebiger Punct, der nicht 
in den Vierecksseiten liegt, so ist 

xaAüi.xbBbi.xc = 

die Gleichung derjenigen Curve dritter Ordnung, welche dnrch die Ecken 
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des Vierecks and durch den Punct c geht, und die Vierecksseiteo aufser* 
dem in den Poncten a, b und in denjenigen zwei Fanden trifft, in wel- 
ctien die Geraden üiC and^^c die gegenüberliegenden Seiten A nnd B 
schneiden; und zwar giebt es aufser dieser Curve keine andere Curye 
dritter Ordnung, welche durch die bezeichneten 9 Puncte ginge/* (S. Fig.) 

Jede lineale Erzeugung einer Curve dritter Ordnung läfst sich nun 
(s. Bd. 42. S. 190) durch ein gleich Null gesetztes Froduct darstellen, welches 
mit dem conslruirenden Functe x beginnt und schliefst und aufserdem eine 
Reihe abwechselnder Functe und gerader Linien als Factoren enthalt, die mit 
einem Functe 4)eginnt und schliefst, während einer der übrigen Factoren der 
Reihe von dem Functe x im ersten Grade abhangt, also in der Form 

(4.) xdhfx = 0, 

wo A eine Reihe abwechselnder gerader Linien und Functe ist, von denen 
einer noch den Funet x als Factor enthält. 

Es seien e und g zwei beliebige Functe der Curve (4.), von der 
Art, dafs keine 3 der 4 Functe d, e, fy g in gerader Linie liegen. Durch 
Construction läfst sich leicht der dritte Funct finden, in welchem jede Seite 
des Vierecks defg die Curve schneiden mufs. Wird z. B. der dritte Funct x 
gesucht, in welchem die Seite td die Curve schneidet, so fällt die Gerade xd 
mit €d zusammen und die Gleichung (4.) verwandelt sich in 

(5.) edkfx = 0. 

Da dieselben nur noch vom zweiten Grade in Bezug auf x ist, so ist der 
geometrische Ort von x ein Kegelschnitt. In diesem Kegelschnitte liegt 
(nach Regel 2) der Funct f; ferner aber auch der Funct e^ indem e der An- 
nahme zufolge ein Funct der Curve (4.) ist, also, statt x gesetzt, der Glei- 
chung (4.), und mithin auch der Gleichung (5.) genügt. 

Es lassen sich nun beliebig viele neue Functe dieses Kegelschnittes 
lineal construiren. Es seien Ar, /, m drei neue Functe desselben. Bildet man 
das Sechseck xeklmf, so liegen, nach dem Pascal' sehen Satze, die Foncte 
xe.lm, ek.mf, kl.fx in einer geraden Linie, d.h. es ist 

(6.) xe{}m){ßk.wf)(kl)fx = 

die Gleichung des Kegelschnitts, der durch die 5 Functe e^ k, l, m, ^geht, 
also, mit dem Kegelschnitte (5.) identisch ist. Es ist demnach der gesuchte 
Funct X derjenige, in welchem die Gerade ed den Kegelschnitt an^r e noch 
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trifft. Da x in ed liegt, ond nicht mit e identisch ist; so ist die Gerade xe 
mit de identisch, und die Gleicbnng (6.) verwandelt sich in 

de{lm){ek.mf){kl)fx = 0; 

d. h. der Punct x liegt in der Geraden de{lm){ek.mf){kl)f; er liegt aber 
auch in der Geraden de, also im Durchschnitt beider, d. h. wenn man diesen 
Punct jetzt mit a bezeichnet, so ist 

(7.) a = de(lm){ek.mf){kl)f(de). 

Ganz auf dieselbe Weise finden sich die drillen Puncto, in welchen die 
Seiten ef, fg, gd die Curve (4.) schneiden. Sie mögen beziehlich durch b, 
h, i bezeichnet werden (s. Fig.). Dann ist, wie bekannt, auch der Durchschnitt 
von ah und bi ein Punct der Curve. Endlich sei c ein beliebiger zehnter 
Punct der Curve (4.), und es werde fg durch A, dg durch B, der Durch- 
schnitt von hc und de durch a^^ und der Durchschnitt von ic und ef durch h^ 
bezeichnet; dann ist nach dem obigen Salze die Gleichung 

(8.) xaAai.xbBbi.xc = 

die einer Curve dritter Ordnung, welche durch die 9 Puncto a ... i geht; 
und zwar ist diese Curve, nach jenem Satze, die einzige dritter Ordnung, 
welche durch die 9 Puncto geht. Aber auch die Curve (4.) geht durch diese 
9 Puncte, also ist die Curve (4.) mit der (8.) identisch; mithin ist auch die 
Gleichung (4.) mit der Gleichung (8.) gleichbedeutend; und die Aufgabe der 
Umwandlung ist gelöset. 

Als Beispiel der Umwandlung nehme ich die von Hrn. Bellavitis auf- 
gestellte Gleichung, 

(9.) xeDpEdF{xfB).xdC = 0, 

an, in welcher noch Ff und Bd gleich Null gesetzt sind (s. Fig.), und welche 
nach ihm die erste allgemeine Auflösung des Problems der linealen Erzeugung 
der Curven drifter Ordnung darstellen soll; und zwar diejenige, welche Chasles 
in dem angefahrten Aufsatze angegeben hat. 

Es läfst sich diese Gleichung (Regel 3) wie folgt schreiben: 
xeDpEdF{xdC)Bfx = 0; 

wobei sich annehmen iäfst, dafs von den conslanten Factoren keine zwei auf 
einander folgende incident sind, weil sonst (Bd. 42. S. 197) die Linie in eine 
gerade Linie und einen Kegelschnitt zerfallen wfirde. Puncte jener Curve sind 
(Regel 2) d, e, f. Ferner ist auch g = BC ein Pnnct derselben. Denn dann 
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ist ff mit B nni C rncüent; also verwandeln sieh dann xdC ond xfB^ 
wenn sie nicht selbst Noll sind (Regel 2, 4, 5), beide in g, folglich wird 
xdC{xfB) = (Reg. 2). Um den dritten Panct a, in welchem de die Cnrve 
schneidet za finden, mors man in obige Gleichung a statt x and statt ae ond 
ad das mit ihnen identische de setzen; dann wird deDpEdF{deC)Bfa=^0^ 
also, da a auch in de liegt, zu 

a = deDpEdF{deC)Bf{de); 
und eben so findet sich fflr den dritten Punct b, in welchem ef die Corvo 
trifft: 

b = efDpEdF{efB)Cä(ef). 

Es mögen Jetzt die dritten Puncto h und i gesucht werden, in denen 
fy und ffd die Curve treffen. Setzt man, um den dritten Durchscbnittspunct 
h \n fy zu finden, A in die Gleichung (9.) statt x, so erh&lt man, iahAnfy 
liegt, xf^hf^fy; und da ff mit i9^ wie mit C incident ist, so ergiebt sich 
xfB=fyB=ff (Reg. 4, 5) und xdC(,xfB) = xdCg =:xdff.C (Reg. 4). 
Sollte xdff Null sein, so mflfste x in i$r, wie in fg^ also in g liegen. Um also 
den dritten Durchscbnittspunct zu finden, mufs man xdg ungteich Null anneh- 
men; dann erhAlt man xdC.{xfB) = C (Keg.b)^ and somit AeDpEdFC=0^ 
oder umgekehrt (Reg. 3) FCdEpDeh — Oi folglich, da A auch in fy liegt, 

A = FCdEpDe{fy), 
und ebenso 

j = BFdEpDe(gd). 

Ferner ist auch CF ein Punct der Curve. Denn setzt man CF statt 
X, so wird xdC=FCdC=FC (Reg. 6), und xfB wird =CFfB=Cf.FB 
(Reg. 4), da f nach der Annahme mit F incident ist. Ist nun Cf nicht Null, 
so kann man es nach (Reg. 5) weglassen. Also wird xfB entweder ra Null 
oder zu =FBf also xfB.{xcD) entweder zu Null oder zu =FC{FB)=F 
(Reg. 2, 4, 5). Somit erhält man dann 

xeDpEdF(xfB).xcD = xeDpEdFF^ (Reg. 2), 

also ist X ^ FC ein Punct der Curve. Dieser werde ^ c gesetzt. Wird 
nun, wie oben, gf^A, hc.de ^ai^ ic.ef=bg gesetzt, so ist die Gleichung 

xaAüi.xbBbx.xc = 

gleichbedeutend mit der Gleichung (9.). Also folgt Nachstehendes: 
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^Die deicbuDg 

xeDpEiF(xfB).xdC = 0, mit Ff=Bd = 0, 
ist gleichbedeotend mit der Gleichung 

xaAai.xhBbi.xc = 0^ 

wo a~deDpEdF{deC)Bf{de), b^efDpEdF{€fB)Cd{€f), c=FC, 
A^BCf, a, = cdEpDeAc{de\ b, = BFdEpDeBc{ep ist/' 

Lineale Erzeugung einer Curye dritler Ordnung aus 9 beliebigen Puncten. 
Entwurf der Avflihtung. Jede lineale Erxeugong einer Cnrve dritter 
Ordnung bann durcb eine Gleichung von der Form 

PQR = 

dargestellt werden, in welcher P, Q, R entweder 3 gerade Linien, oder 
3 Puncto sind, die in beiden FAllen in Form von Producten vorkommen, 
deren jedes den construirenden Punct x einmal als Factor enthält. 

Es seien nun a, b, ... i die 9 Puncte, durch welche die durch jene 
Gleichung darsustellende Curve geben solL Es giebt stets 3 Puncte, die 
statt X gesetzt ein solches Product PQ zu Null machen; und die constanten 
Factoren in P und Q lassen sich so annehmen, dafs a, b, c diese 3 Puncte 
sind. Ferner wird R durch den Punct d zu Null gemacht, wenn man dem 
R die Form xd... giebt« Setzt man nun in PQ statt x nach und nach die 
Puncte e...i, und ebenso in xd, so stellt PQ nach und nach 5 Elemente 
dar, und xd einen Bflscbel von 5 Strahlen. Es lassen sich aber im Allge- 
meinen aus 5 gegebenen Elementen 5 gegebene Strahlen eines StrahlbAschels 
projeclivisch, d. h. durch fortschreitende Multiplication mit einer Reihe ab- 
wechselnder Puncte und Linien ableiten; und zwar sind diese Puncte und 
Linien lineal construirbar. Es sei A diese Reihe fortschreitender Factoren, 
so stellt das Product PQX eine gerade Linie dar, welche mit der geraden 
Linie xd, sobald man statt x irgend einen der 5 Puncte e ... i setzt, zu- 
sammenfällt. Also ist fflr diese 5 Puncte: 

(10.) PQAx == 0. 

Aber auch fOr die 4 Puncto a, b, c, d wird diese Gleichung erfallt: 
fflr a, b, Cj da fOr sie das Product PQ Null ist, und fflr d, da P(?A, wenn 
es nicht Null ist, eine durch d gehende gerade Linie darstellt, also PQAd 
stets Null ist. Die Gleichung (10.) stellt nun aber eine Curve dritler Ordnung 
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als Ort von x dar, and da die 9 Puncte a...i, statt x gesetzt, jener Glei- 
chung genfigen, so geht die Curve durch die gegebenen neun Puncte, and 
die Aufgabe ist gelöset. 

§. 8. 
Fortsetzung. 

Um eine specielle Lösung der Aufgabe zu geben, will ich annehmen, 
es solle die lineale Construction der Curve die durch die 9 Puncte a . . . i 
gehen soll, durch eine Gleichung von der Form (2.) ausgedrflckt werden, 
zu welcher jedoch, um die Lösung zu vereinfachen, zunächst noch 2 Factoren 
k und C hinzugefflgt werden mögen, so dafs sie die Form 

(110 xaÄüi.xbBkCb^.xc = 
annimmt. Die 3 Factoren können (Regel 2) beliebig umgeordnet werden. 
Setzt man 

xüAui .xc^p, xbB E= y, 

so nimmt die Gleichung die Form p(qkCb^) = 0^ oder (Reg. 3) 

(12.) pb.Ckq = 

an. Der Ausdruck p wird Null ffir x^a und c, weil dann zwei auf ein- 
ander folgende Factoren congruent werden (Reg. 2). Damit nun p auch noch 
ffir einen andern der Puncto a...i, z. B. für ä zu Null werde, und ffir einen 
vierten und ffinften Punct e und f sich möglichst vereinfache, setze man 

A=id€, üi^af.cd. 

Und zwar nehme man die Puncte a, c, d, e, f so an, dafs keine 3 dersel- 
ben in gerader Linie liegen. Dann wird erstens für x ^ d der Aasdruck 
xaAUi ^ da (de) Ol ^ düi (Reg. 7) = aid^af(cd)d==cd (Reg. 4, 5); also 
p^xaÄai.xc^cd.cd=0 (Reg. 2). Ferner fflr x^e wird p^ea(ds)ai.ec 
^efii.ec (Reg. 7) ^e, weil nämlich ea^c nicht Null sein kann. Endlich fOr 
x=f, mTdp=faA{af.cd).cf=A(af){af.cd).€fi^eg.2^=af.cfiKegA^ 
^f (Reg. 7). Ffir x^^g, h oder i gehe p beziehlich in yi, h^ oder ii Aber, 
dann erhält man 

X =: a, c, d, e, f^ g, h, i, 

p ^ o, o, o, e, f, ^1, Ä|, ii. 

Ferner q^xbB wird zu Null fOr x=:b. Damit es auch für e und 
f sich vereinfache, setze man 

B = ef, 
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und nehme ft so an , dafs es nicht in ef falle. Dann wird für x^e,f der 
Ausdruck q auch ^e,f (Reg. 7); fOr x^g,h,i werde q^g^^h^^h^ dann 
erhalt man 

X ^ h, e, f, g, h, i, 
q = o, e, f, ^29 Aj, «2- 
Es kommt also nur noch darauf an, die Gleichung (12.) fQr die 5 Fälle zu 
befriedigen, wo 

p = e, f, g^^ hg^ ii, und gleichzeitig 

q ^ e, f, ^2, Ai, $2 
ist. 

Man nehme noch C^ei an; dann wird die genannte Gleichung fOr 
p^q^e befriedigt, und fQr p^h^ q^h vereinfacht. Es ergiebt sich 
nämlich im ersteren Falle phßkq ^eh^.eii.ek; was 3 gerade Linien, die 
durch einen Punct {e) gehen, als Factoren enthält, also Null ist. Ferner fflr 
fi^Ji, q^h erhält man pbßkp ^iibg{eii)ki2^iijki>i (Reg. 7), wenn nicht 
ijb^e Null ist; im letztern Falle wOrde hierdurch fQr k keine besondere Lage 
bedingt, im andern Falle mufs k in der Geraden i^i^ liegen; dies läfst sich 
daher auch im ersteren Falle annehmen. 

Nun bleibt nur noch für die drei Qbrigen Werthpaare die Gleichung (12.) 
zu befriedigen; d. h. es mufs noch 

fbßkf^O, gACkg^^O, hACkk2 = 

sein ; oder, anders geschrieben (Reg. 2, 3) : 

kfCfb.^O, %2C>A = 0, äÄ2CäA = 0. 

Die erste dieser Gleichungen giebt, wenn Cf nicht Null ist (nach Reg. 6), 
kfbi = 0\ und es ergiebt sich dann, dafs die geraden Linien 

kf, kg^Cg^, kh^Ch^ 

durch einen und denselben Punct gehen mflssen, der dann gleich b^ zu setzen 
ist. Sollte Cf zufällig Null sein, so wQrde jene ersiere Bedingung wegfallen. 
Sollen nun jene 3 gerade Linien durch einen und denselben Punct gehen, so 
ist dazu nöthig und ausreichend, dafs ihr Product Null sei. Also hat man zur 
Bestimmung von k die Gleichung 

(13.) kf.kg^Cg^.kh^Ch, = 0. 

Sie ist in Bezug auf k vom dritten Grade, also ist der geometrische 
Ort von k eine Linie dritter Ordnung. Aber diese zerfällt in 3 gerade Linien. 
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NAmlich, erstens, wenn A; in der geraden Linie C liegt , wird kg^C^k 
(Reg. 7); ebenso khjC^k, also die linke Seite von (13.) in kf.kg^.kh^^ 
was Null ist. Femer da f, g^^ As in der geraden Linie B liegen, so wird, 
wenn auch Ar in i? liegt, kf^kg^'^kh^'^B; also geht dann die linke 
Seile von (13.) in B.BCgi.BCk^ Aber, d. h. in ein ProducI dreier geraden 
Linien, die dnrch ein vnd denselben Punct (BC) gehen; also ist ihr Prodoct 
Null. Es wird also jeder Ponct k, der in B oder C fällt, der Gleicbong (13.) 
genügen, und mithin mnfs die Linie (13.) in 3 gerade Linien verfallen. Um die 
dritte zu finden, suche man zwei ihrer Puncte. Ein solcher Punct ist aus der 
Gleichung (13.) leicht zu finden, wenn man sie in der Form kf{jkg2Cgi)kßk2X^=:Q 
schreibt (Reg. 3), und den Punct so bestimmt, daft kfi^kgfig^i schon Null 
ist. Die Gleichung kf{kg^Cgi)hi=zO sagt aus, dafs die geraden Linien kf 
und ky^figi durch den Punct h^ gehen, d. h. dafs kfA^^r^O^ kgCgJ^i=iO ist; 
oder diese Gleichungen umgekehrt (Reg. 3), dafs kifk=^0 und h^gßgk^=0 
ist; also liegt dann k in den beiden Geraden h^f und kigfig. Der so ge- 
fundene Punct werde mit a bezeichnet, also 

« = h,gfig{k,f) 

gesetzt. Aus gleichem Grunde wird der Gleichung (13.) durch den Punct 

ß = h,gfih{g,f) 

genflgt, und da diese Puncte im Allgemeinen nicht in den Geraden B und C 
liegen, so ist aß die dritte der Geraden, in welche die Linie (13.) zerfiüt. 
Liegt nun k in dieser Geraden, so wird der Gleichung (13.) genflgt; d. h. es 
gehen dann die 3 geraden Linien kf, kgJJgi^ kh^Chi durch einen und den- 
selben Punct; derselbe heifse b^^ so wird nun die Gleichung 

xaAüi.xbBkCb^.xc = 

durch Jeden der 9 Puncte a ... i, wenn er statt x gesetzt wird, befriedigt 
Denn dafs die Puncte a, b, c, d, e, i ihr genflgen, ist oben bewiesen; aiier 
auch f, g, k genOgen ihr, denn da die geraden Linien kf, kg^Cg^^ kkfihg 
durch bi gehen , so hat man , wenn man noch fflr kf das ihm Gleiche kfCf 
schreibt, die drei Gleichungen 

kfCfb, = 0, kg^CgA = 0, kh,CkA = 0, 

oder umgeordnet (Reg. 2, 3) : 

fb,Ckf=0^ gACkg2 = 0, kfifikk^^Q. 
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Aber f, fft^ hj waren die Werlhe von p, and /i ^29 ^ die von q, 
wenn x beziehlich die Werthe f, (f, h annahm, also wird die Gleichung (12.) 
auch iüv X ^ f, g, h erffllU, mithin auch die mit (12.) identische Glei- 
chung (11); und die Aufgabe ist gelöst. Da fibrigens k in aß und in iita 
lag, so hat man k^aß{ij^^ und da b^ in A/ und in ky^Cgi lag, so hat man 
bi^=: kg^CgilJkf). Somit hat sich folgender Satz ergeben: 

^Wenn Uj ... t neun beliebige Puncto sind, und 

A=,de, üt^af.cd, B^ef, C = eii^ k^aß{i^^\ b^^kg^Jg^^kf) 

gesetzt wird, wo ^i, ^i, Ji die Puncto sind, in welche sich xaAäi.xc 
verwandelt, wenn man statt x nach und nach die Puncto g , h, i sub- 
stituirt, und ^29 h die Puncto, in welche sich xbB verwandelt, wenn 
man statt x beziehlich die Puncto g und i setzt, und wo 

a = h,g,Cg(Ajy, ß = h,gfih{g,f) 
ist: so ist 

xaÄüi.xbBkCbi.xc = 

die Gleichung der Curve dritter Ordnung, welche durch die gegebenen 
9 Puncto a .. . i geht/* 

Es lafst sich die gefundene Gleichung nach (§. 6.) nun auch auf die 
einfachere Form (2.) zurQckfflhren ; was ich jedoch nicht weiter verfolge. 

Es drflckt die oben gefundene Gleichung zugleich die lineale Beziehung 
aus, welche zwischen 10 Puncten a, b, ... i, x herrschen mufs, damit sie 
in einer Curve dritter Ordnung liegen; also die lineale Eigenschaft des einer 
solchen eingeschriebenen Zehnecks. 

Es ist dies die einfachste Eigenschaft dieses Zehnecks, die ich bisher 
bemerkt habe, obgleich die Gleichung (11.)? welche dieselbe darstellt, nachdem 
man statt der darin vorkommenden Gröfsen die angegebenen Ausdrficke sub- 
stitnirt hat, bis nur noch die 10 Ecken des Zehnecks darin vorkommen, noch 
immer 351 Factoren enthält, indem nämlich a, c, 4 je 62mal, x, b, e, f, g, 
h, t beziehlich 3, 5, 44, 43, 24, 21, 25mal darin vorkommen. 

§. 9. 
Fernere Sätze fiber das Zehneck in einer Curve dritter Ordnung. 

Ich theile zum Schlüsse noch einige hierhergehörige Sätze mit, ohne 
den leicht sich ergebenden Beweia beizufflgen. 

Crelle*t Joornal f. d. M. Bd. LH. Heft 3. 85 
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I. Zwischen 10 Paacten a . . . k einer Carve dritter Ordnong be- 
stehen folgende Eigenschaften: 

€i) Wenn man durch 4 der Puncte (z. B. ä, b, c, d) 6 Kegelschnitte 
legt, welche aufserdem beziehlich durch je einen der fibrigen 6 Puncte («... Ar) 
gehen, so ISfst sich stets ein eilfter Punct (/) von der Art finden, dafs jene 
6 Kegelschnitte mit den 6 Strahlen, die von dem eilften Puncte (b) nach diesen 
6 Puncten {e ... k) gehen, projecthisch sind. 

6) Wenn man zwei von den Puncten (z. B. a, b) zu Mittelpuncten 
zweier StrahibOschel von je 8 Strahlen macht, deren entsprechende Strahlen 
sich in den äbrigen 8 Puncten {c...k) schneiden, so lassen sich stets zwei 
Gerade A und B finden, welche jenen Strahlbüscheln projeclivisch sind, und 
welche die Beschaffenheit haben, dafs jede Verbindungslinie zweier entspre- 
chender Puncte dieser Geraden durch den Punct geht, in welchem sich die 
diesen Puncten entsprechenden Strahlen jener Strahlböschei schneiden. 

\ c) Wenn man drei von den Puncten (z. B. a, bj c) zu Mittelpuncten 
dreier Strahlbfischel von je 7 Strahlen macht, deren entsprechende Strahlen 
sich in den 7 übrigen Puncten {d...k) treffen, so lassen sich allemal 3 sie- 
benpunctige Gerade finden, die beziehlich den 3 Strahlen huscheln projecüviack 
sind, und von deren Puncten je 3 entsprechende in gerader Linie liegen. 

</) W^enn man, wie in c), drei der Puncte zu Mittelpuncten dreier 
StrahlenbOschel von je 7 Strahlen macht, deren entsprechende Strahlen sich 
in den 7 übrigen Puncten treffen, so lassen sich stets 3 andere Strahlbüschel 
von je 7 Strahlen finden, die den ersteren projecticisch sind, und von deren 
Strahlen je 3 entsprechende durch einen und denselben Punct gehen. 

#) Legt man durch die 10 Puncte zwei gesonderte, (d. h. nicht gani 
oder theil weise zusammenfallende) Linien vierter Ordnung, so schneiden sich 
diese aufserdem in 6 Puncten, durch welche sich ein Kegelschnitt legen lifst. 

n. umgekehrt: Wenn 10 Puncte eine der genannten 5 Eigenschaften 
besitzen, so liegen sie in einer Linie dritter Ordnung. 

Von diesen 5 Eigenschaften habe ich die erste schon früher (Bd. 42. 
S. 208) in entsprechender Weise für Curven beliebiger Ordnung nachgewiesen, 
und namentlich auch auf Curven vierter Ordnung angewandt (Bd. 44. S. 21 ff.). 
Die folgenden 3 Eigenschaften gehen aus den 3 Hauptforroen der linealen 
Gleichungen dritten Grades, wie sie an die Spitse dieses Aufsatzes gestellt sind^ 
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hervor. Die fflnFte Eigenschaft, welche sich am leichtesten durch Functions- 
Verknüpfungen (vergl. Bd. 42. S. 204 ff.) ableiten läfst, erhält ein besonderes 
Interesse, wenn man als die betreffenden Curven vierter Ordnung 2 Yereine 
von je 2 Kegelschnitten annimmt, von denen jeder Kegelschnitt durch 5 der 
gegebenen Puncto geh^, der demselben Vereine ungehörige also durch die 
5 Qbrigen Puncto. Es zeigt sich diese Eigenschaft der des Sechsecks, welches 
einem Kegelschnitte eingeschrieben ist, ganz entsprechend, indem sich der 
Pa«cii/sche Satz zu folgendem Satze erweitern läfst. 

„Wenn man durch 6 Puncte eines Kegelschnitts 2 gesonderte Linien 
dritter Ordnung legt, so treffen sich diese aufserdem in 3 Puncten, die 
in gerader Linie liegen. Und nimmt man hierbei als die betreffenden 
Curven 2 Vereine von je 3 Geraden an, so hat man den Pascahchen 
Satz in der gewöhnlichen Form/' ^ 

Stettin, den 15. April 1855. 
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18. 

Note sur ane formale pour la reversion des s^iies. 

(Par Mr. A. Cayley a Londres.) 



tie me propose de developper dans cette note, pour le cas de trois 
variables (ce qui suffit pour faire voir la loi dans le cas d^un nombre quelconque 
de variables) une formule qui se trouve dans le memoire remarquable de Jacobi, 
^de resoluttone aequationum per series infinitas,'^ Crelle t. VI. p. 257. Voici 
la formule dont il s'agit. Seit f{Xyy,z) une fonction rationneile et entiere 
des variables x, y, z et mettons u=zX, v= Y, w=^Z, oü X, Y, Z 
sont des fonctions rationnelles et enlieres des variables x, y, z, telles que 
X — X, Y—y, Z-'Z ne contiennent que les puissances et les produits du 
deuxieme ordre et des ordres superieurs des variables. Cela etant on aura 

^/ N _ [fr ^ d{X,Y,Z) L_l 

f{x,y,z) — ir^^fX^^) 3(a;,y,z) \A-u)(r-v)(Z—w)Ja^'Y'z''" 

8(J^ T Z) 
OÜ la notation ^\ ^ ' / denote le determinant fonctionel ou y^Jacobian'' de 

X, F, Z par rapport ä x, y, z et la notalion [ ] ., .x,.i signifie le coeffi- 

cient de x'^^y^z"^ dans le developpement de la fonction en dedans des []; 
ce developpement doit s'effectuer d'une maniere determinee, savoir il faut 
d'abord developper «les facteurs -^ — selon les puissances descendantes Ae x 

c. ä d. dans la forme -p + 'Fi'f^Pi'f^*^'*» ®' P"^^ ecrivant Jr=:ar-fP (oä 
P est fonction des trois variables) il faut developper les puissances de X 
selon les puissances descendantes du monome j? c. ä d. dans la forme X'^'^ =^ 
j.-»"— fiix'-'"""*P-f|m(m-fl)^'"'""^P^— etc., ce qui est en effet un develop- 
pement selon les puissances ascendanles des variables. 

La formule donne 
Coeff. «-r-«,« dans na.,y,z) = [f^x, y, ») ^^. ^.^^^^..^^^ ]^^^^^^ , 

on ce qui est la möme chose 

Coeff. ttv^uf dans f{x,y,z) 
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Seit a preseat 

Y ^y..^ B,j^,afy^'z' + etc. 
Z = a,..^C,,«,„aV^''+ etc. 

f{x,y,z) = . . • ©p,^,^^^^«^ + etc. 
Dans ces expressions et partout dans ce qui sait, les etc^s se rapportent a 
des termes q^on obtient en affixant des accents en norobre qnelconque aux 
symboles indetermines. 

En employant la notation de Gaufs Ha = 1.2.S ... a, on obtient pour 

le terme g6neral de -3^"*, 

(_)r-i -^«+^-*) A} . Ä etc. x'^-'^^y^'z^, 

ou 

a-j- etc. = r, /ix-f e*<5. = F, ^a-f- etc. = C, Aa-f etc. = Ä 

De mdme le terrae g^neral de — -r- F^ est 

/ _ ^*r-l ■g(b + ^— <) D^ . ß.ß x^v-*»-*+ V^ 

^^ nbnßeic. ^u^e^^-^r ^^ 

ou 

/3^ etc. = s, 1/9 -f etc. = I, jß-\- etc. = J, Ar/9-f etc. = K,. 

I 
et le terrae general de Z'^ est 



(-)'-t^^U,.,.>--'r-.- 



Ott 



y-|- etc. = /, /y-j- e*c. = L, «wy4- etc. = M, «y-f etc. = 3/. 
En forraant de la le terrae general du Jacohian et en multipliant par ie 
terrae gen6ral de f{x,y^z) on obtient pour le terme general de Texpression 
en dedans des []? ia valeur que voici, 

(_y^.^t JI(a+r-i)iT(b + ^-l)JT(c+<-l) 
^ -^ ilai7bi7cjraetc.ili9etcjr/etc. ^ 

Alg^H^lt. Äj/,*etc. C^^,„etc. 0p^q,r a+r — F, —G, —H 

_l h-\-s-J, -K 
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et pour trouver le lerme qui contient x'^y^z'^^ on n'a qu'ä ecrire dans celle 
expressioB 

le coefficienl de a?""*y *«"* sera alors la valenr de Pexpression [ ]^-i -,^-i 
qu'il s*agissait de trouver. En eiFectuant cela et en recapitulant les formuies 
on obtient le theoreme suivant: en posant 

X = x...-{- Af^g^n^^y^z^ -f etc. = «, 
F = y . . . + Ä,,,. , xy^z' -f etc. = v, 
Z = 5s . . . -f Cz,«,»^'>-'"ä" + etc- = w, 

f{x,y,z) = . . . + 0p,c>,/i^''r^«^+ etc. 
on aura pour le terme general du coeff. u'^v^uf dans f{x,y,z) la valeur qae 
voici, 

. _ y^.^i JI(a+r-^l)n(b+^~-l)JZ(c+<-l) 
^ ^ ilaiTbiZciTaetciT/Setc.il^etc. ^ 

^;,^,,etc. Äf,.,etc. C^.,.etc. Öp,^,« P+/+^, -G, -U 

-l QiG-^M, -K 

-L, -M, Ä+fl-fJK: 
dans laquelle 

a -f etc. = r, ß-^ etc. == «, y + ^*^ = '> 

fa -f etc. = l?\ .S^« -f etc. = ©, Aa -f etc. = U, 

iß-^- etc. = i, jß-^- etc. = J, Ar/3-f etc. = K, 

/y-fetc. = L, »ly-fetc. = jJf, iiy-|-etc. = iV, 

p^F+/+L = a + r, (^-f-ff-f J-f Jl=b + *, Ä + fl+JSC-f A?=c4-I. 

Les dernieres equations peuvent s^ecrire sous la forme 

P+(f-i)ct'\-elc.'\' i/3-{-etc.+ /y-j-elc. = a. 

Q+ ^« + etc.-f (j-l)/9-f etc.+ my-felc. = b, 

Ä-f Aa + etc.-f- Ar/?-f etc. + (ri— l)y+etc. = c, 

qui sont les conditions auzqueiles doivent satiafaire les valeures de P, Q, R, 

a etc., ß etc., y ^'<^m /^ y> ^ ^'^m ^ J^ ^ etc., /^ m, n etc.; en i^ontauit eea 

equations on oblient 

P+0+Ä+(r+^ + A-l)«+etc-+(f+i+Ä-l)/9+etc. 
+ (/4-m-f n— l)y4-e!c. «= a+b-fc 
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et les nombres /*-f ,^-| A — 1 elc. i-fZ+Ä'—l etc. /-fr/i-fw— 1 etc. sonl 
positifs^ ii n'y a donc qu'on nombre fiiri (comme cela doit dtre) de So- 
lutions des equations indeterminees. 

II y a unemaniere assez simple pour calcoler le delerminant qui entre 
dans la formule, pour cela je represente les termes P, 1 etc. par les notations 
symboliqnes Xd^, Xy etc. de maniere que le determinant devient 

X» -j- Xy -} Xz, - Yx, - Zx 

-Xy, F^-fFx+Fc, -Zy 

-Xz, -Yz, Zii>\Zx\Zy 

or ce delerminant est ce que devient le produit 

{^X»\Xy\Xz^{Y»\ Yx\ Yz){Z»\Zx\Zy), 

en omettant du developpement tous les terme^ qui contiennent un cycle tel 
que Xy.Yx ou Xy.Yz.Zx. Cela donne pour le determinant la somme 
des setze termes 

X».Y».Z»\Y»/£»{Xy\Xs:)\Z».X»[Yz\Yx)\X».Y»{Zx\Zy) 

\X»{Jx.Zx-\Yx.Zy\Yz.Zx)\Y&{Zy.Xy\Zy.Xz\Zx.Xy) 

\Z»{Xz.Yz\Xz.Yx\Xy.Yz) 

et la möme chose est vraie quel que soft Tordre do determinant. C'esl 
M. Sylvester qui m'a fail cette remarque. 

Les formules de Jacgbi s^appliquent aussi au cas oii u, v, w etc. 
sont donnees en termes de x, y, '^^ etc. au moyen d'equations et non pas 
explicitement comme auparavant, mais je ne chercherai pas a present ce que 
deviennent les formales poar ce cas plus general. 

On peut appliqner la formale au probleme de la transformation des 
variables independantes dans le caicul differentiel. En effet, soient u, v, w 
des fonctioDS quelconques de x, y, z et prenons §, ^^ ^ pour les increments 
de X, y, z respectivement et v, y, (o pour les increments de ti, r, w re- 
spectivement ; on aara 
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Soit 

le Jaeobian de x^ y, z par rapport ä u, v, w; et mettons 

/ d , d i d\ 
/ d i d . d\ 

V, V, 0) seront des fooctions lineaires de p, q, r et en formant avec ces 
valeurs l'expression de *^ j--f '' j--f-«'j-» on trouve 



du 



dv 



dw' 



^^+^4:;+"'^. = p^-\gy-\^rz. 



dv 



oü X, y, z sont des Operations dela forme L-j--{-3l-j--\-N-j-, qoi peuvent 
dtre representees symboliqnement de cette maniere, 



- 1 


d 


d 


d 


X — 








V 


irfw' 


dv* 


dw 




dy 


dy 


dy 




du ' 


dv ' 


dw 




dz 


dz 


dz 




du' 


de' 


dw 



et de möme pour y eX z; il faut faire attention qu'en opörant avec ces sym- 
boles il faut traiter comme des coDstantes les fonctions de u, v, w qui entrent 
dans ces mömes symboles. 

Nons avons evidemment xx=^\^ yx=sO^ zxassO^ et de mdme 
xy=^0 etc., on obtient de lä 

^ == /?+*(p^4-yy+^«)^^+etc., 

S = r-|-i(;ix+yy + ri)^ar4-etc., 

soit ä präsent & une fonction quelconqne de x, y, z on de u, e, w. En 
envisageant &• comme fonction Ae x, y, z, on tronve rincrtoent de eette 
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fonction en operant sar & avec le Symbole 

mais en envisageant & comme fonction de tr^ v, w et en faisant attention ä 
reqoation f^ — ("^^"{""^T" ^= P^'\'^y\^^i on trouve ce mÄoie increment 
en operant sur ^ avec le Symbole 

et les deux r^snltats deviendront identiques en snbsliltiant pour p, q, r les 
vaieurs de ces quantites en termes de |^ ri, ^, valeurs qui se trouvent par 
la reversion des series qui donnent §, tj, ^ en termes de //, q, r. C'est a dire 
nous aarons^ 

oü 

I = p-\-i(piö-\-qy-\-rzTx-\- etc., 

^ = r-j-^(/»i'-}-y7-f-ri)»«-f- etc. 

C'est \ä le probleme de la reversion des series qai vient d'dtre trait^; et en 
snbstitnant 

^a^-fr't-^r, _^a.-'r^,-V, j^^^ar^r^^,., 



nfngnh 



* x-Py-<fz-'^ 



npnonR 

an lieu de 

^f.t.h* ^i.f.i' ^J,".,-> ^P,0,R> 

on tronve le Ib^oreme snivant: • 

TASorSme. Le terme ginMl de (^(:j-j(^ ®** 

Kn{x-fy-fz-^xY6\o. (ar-'y-'arV/etc (ar-'y-'"«-»«)''etc xr^y^z*'^ 
expression rfans laqaelle 

Cren«'t Jonrnal f. d. M. Bd. LH. Heft 3. 36 
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a-|- etc. = r, /3-}-ö*c. = s, y-f^*^* = '> 

/a-f etc. = F, ^a+elc. = G, Aa-felc. = H, 

i/9-f etc. = i, jß-\-e\c. = J, Ä/i+etc. = K, 

fy'\-e\c. = L, my-^-eic. = M, n;^-f-etc. = iV, 

F-f-/+L+P = a + r, fi^+J^itf4.(? = b + ^, ff+JSC+2V+Ä = c-}-/, 
i7(a+r— l)JZ(b + .y — l)JT(c + ^-1) . 

naeic.nßeicMyeic.(nfngnhfeic.(ninjnkfeic.(ninmnnyeic npnQnR ' 

et oü les nombres f-\-ff-\- h—1 eic.^ i-fy4-A— 1 etc., /-j-iw-f ii — 1 etc. sont 
tous positifs comme auparavant. 

La formule contient les symboles Xy y, z qoi sont chacun une fonction 

lineaire de j-^ -j-, ^, on pourrait donc se proposer la question de tronver 

ie terme gen^ral en developpant la formnle de maniere a ne contenir que des 

puissances et des produits de ces symboles t-, j-^ t-; c'est a quoi se rap- 

portent les recherches tres ^tendues que vient de faire M. Syltlester sur ce 
sujet et qui embrassent aussi bien le cas oü les nouvelles variables sont dönnSes 
explicitement que celui oü leß deux systemes de variables sont lies* par des 
equations donnees. 

II y a une autre . manidre de tnriter CjBtte question de la transformation 
des variables independantes, savoir en ecrivant m 

e=s= |a?+i?>-+^«, . ■,. 

on peut exprimer les puissances de R au moyen de (f et de cette autre qaan-* 
tite symbolique i .* 
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fonction en operant sur & avec ie Symbole 

mais en envisageant & comme fonction de ti^ v^ w et en faisant attention a 
Tequation ^3~4"^^"|~^t~ = P^ -\' ^y -\' ^^ » on trouve ce m6me increment 
en operant sur & avec Ie Symbole 

( p^-\' yr + ^«) + i ( A'^ + yr + ^^? + etc. 

et les deux resnitats deviendront idenliques en snbstituant pour p, q, r ies 
valeurs de ces quantites en termes de ^y t], ^, valeurs qui se trouvent par 
la reversion des series qui donnent S, tj, ^ en termes de p, q, r. C^est a dire 
nous aureus, 

(0(^T(^J = /7a/7b77c.coeff.r ,-?= dans 



ou 



I = pJ^^(^px-\.qy-\.rzfx'\- etc., 

C = r-\--^(px-\-qy-\-rzf»-\- etc. 

C'est lä Ie probleme de la reversion des series qni yient d'ötre trotte; et en 
substitaant 

y-x-ry-ifT^x, _^a.-r^,-*y, ^g5^..-'r-«-«> 



nfngnh 



tx'^^y^^z'^ 



R 



npftomt 

au liea de 

^fyg.hf ^Uhk9 Cl^m.n^ ^P,Q,R> 

on trouve Ie thöoreme suivant: 

Theoretne. Le terme g^neral de \^j-^ (^j (y) est 

expression dans laquelle 

Grell«*! Journal f. d. M . Bd. LH. Heft 3. 3tt 
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a -\- etc. = r. 


/3-fetc. s, 


y-l-ete. = t. 


/a-f etc. — F, 


^a+elc. = G, 


ha ■\- etc. H, 


i/S+etc. — i. 


jß-\-e\c. — J, 


Ä/i-{-etc. = K, 


/y + etc. = L, 


my-\-ete. = M, 


ny+eic. = iV, l 



K = (_)'■+«+' X 
JI(a+r— l)n(b + a— l)JI(c4-/-<) 

Haeic. JZ/?eic. jiy etc. (nfngnh)" etc. {mnjnkf etc. (lunmnnf etc npnQnR ' 
n = p-f i+L, -c, -fl 

-L, -itf Ä+H+it 

et oü les Dombres /"-f^-f-A — letc, i-\-j-\-k—t etc., /-j-i»-(-» — 1 etc. sont 
tous positifs comme' aaparavant. 

La formale contient ies symboles x, y, z qui sont chacan une fonction 
gt /f ji 
liDeaire de -j-, -r-, j-^ on pourrait donc se proposer la question de trouver 

le terme general en developpant la formale de maniere a ne contenir que des 

puissances et des produits de ces symboles ^, j-^ j-; c'est ä quoi se rap- 

portent les recherches tres etendues que vient de faire M. Sylvester sur ce 
sujet et qui embrassent aussi bien le cas oü les nouvelles variables sont donn^es 
explicitement que celui ou les deux systemes de variables sont liös par des 
equations donnees. 

11 y a une autre maniere de traiter oelte question de la transformation 
des variables independantes, savoir en öcrivant 

on peut exprimer les puissances de R au moyen de if et de cette autre quan* 
tite symbolique 
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£n effet en mettatit /=:^ar-f ^y-f r« on a 

oü 

En se servant de la melbode des approximations successirea, on troove comme 
premiere approximation- . 

et de lä 

X = 9f 
comme seconde approximation 

et de lä 

X = 9 — W^i 
comme troisieme approximation 

et de lä 

X==-9-W^^-W^9^-U'^> ^ = 9'-9'yi9, ^=^9' 
et aiosi de suite; donc en sabstituant 

Ä+iiP-f iÄ' + etc. = ff-\Q^A-\^\(fUifA-^Q'A 

^W -W^9 

+ ic' + etc. etc. 
c'est ä dire 

/P = (»'-(»^^, 

eta 
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formules dans lesquelles nn terme tel qoe q'^jI signifie q^x .jr -\' Q^y.y '\'p^z .z, 
c. a d. PoperatioD da symbole q^ s'arröte anx quantites x, y^ z faisant partie 
du Symbole yi qai vient immediatement apres le q^; la roöme chose a lieo dans 
tous ies cas semblables. L^equation generale est 

Ä» = n-nA, 

mais pour expliquer la forme de la fonction 11 il faadrait faire des develop- 
pemeAts assez longs, dans lesquels je n'entrerai pas a cette occasion; la 
decouverte de cette eqoation generale est due a M. Sylvester^ qui Tetablie 
d'une autre maniere. 

Londrea, 2 Stone Buildings^, 16 Avril 1855. 
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19. 

Theorie der Äber^chen Functionen. 

(Von Herrn Dr. C. Weiersirufs.) 



Einleitung. 

Jjas Abef sehe Theorem Aber die hypereliiptischen Integrale bildet die 
Grundlage fOr die Theorie einer neuen Gattung analytischer Functionen, die 
deswegen passend Abef sehe FuncHonen genannt, und folgendermafsen definirt 
werden können. 

Es bedeute 

R{x) = 4i(a?— ai)(a? — a2)...(a? — öj^+i) 

eine ganze Fnnction (2(>-f i)^®^ Grades von x, wobei angenommen werde, 
dafs unter den Gröfsen 

öl» ^1 • • • ^+1 
keine zwei gleiche sich finden, wflbrend sie im Übrigen beliebige (reelle und 
imaginfire) Werthe haben können. Ferner seien iii, «2, ..., u^ q unbe- 
schrankt verflnderÜche Gröfsen, und zwischen diesen und eben so vielen von 
ihnen abhängigen X|, x^^ ..., x^ die nachstehenden Differential-Gleichungen, 
in denen 

P{x) das Product (x— «i)(a? — äj)... (;r— a^) 

bedeutet, gegeben: 

«''i * j:.-», VR{s,) ^ ^x^~m, /IKjr.) ^ ^ * x,-a, V^^ ' 

ilfi _ 1 P(x,) dx, I , f (xj rfx, , I , Pjx^) dx ,»^ 



*) Man kann diesen Differenlial-Gleichongen mancherlei verschiedene Formen geben; 
die hier gewfiblte vereinfacht die Reohnong nicht unwesenlUch, ohne dab, wie spiter 
soll gezeigt werden, der AUgemeinbeit Abbrach geschieht 

CreUe*! Joanial f. d. M. Bd. LIL Heft 4. 37 
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mit der BesümmaDg^ dafs x^^ x^^ •• -9^^ ^'^ WerUie ai, Os^ . 
nehmen sollen, wenn u^^ ti,, ..., ti^ sdmmtlich verschwinden. 

Alsdann sind Xx^ x^^ ..., x^ als die Wurzeln einer Gleichung von 
der Form 

zu betrachten, wo Pi, P^, ..., P^ eindeutige analytische Functionen vod 
tti, ti), ,.,, u^ bedeuten; wfihrend eine zweite ganze Function von x des 
((>— l}len Grades 

deren Coefficienten eben solche Functionen von ti|, ti,, ..., ti^ sind, wenn 
man x=^Xx^ x^^ •••) x^, setzt, die zugehörigen Werthe vod 

iR{x,), iB{x^), . . ., yB(x^) 
giebt.*) 

Hiernach ist jeder rational und symmetrisch aus 

zusammengesetzte Ausdruck als eine eindeutige Function von v^^ n^^ .. .^ u^ 
anzusehn. Insbesondere aber zeigt es sich, dafs das Prodnd 

(a, — ÄTiXo,— Xj) ... (a,~ar^), 

wo r eine der Zahlen 1, 2, ..., 2(>-f ^ bedeutet, das Quadrat einer solchen 
ist. Betrachtet man demgemüfs, indem man 

(p{x) = (X — Xi){X — X^) ... ix--x^) 

setzt, und unter A^, A,, ..., ^2^^.! Constanten versteht, die Grftlsen 

als Functionen von iii , ii, , . . . , ti^ , so kann man nicht nur aus denaeliben 
die Coefficienten der Gleichung, deren Wurzeln x^^ x^^ ^*^, x^ sind, leicht 
zusammensetnen, sondern sie zeichnen sich auch gleich den elUptUcken 
sinamti^ cos am u^ ^iamti, auf welche sie sich fflr (>s=:l reduciren, und 
denen sie Oberhaupt Tollkommen analog sind, durch eine solche Menge merk- 
würdiger und fruchtbarer Eigenschaften aus, dafs man ihnen and einer Reihe 
anderer, im Zusammenhange mit denselben stehenden,, yorzugsw^se den Naatn 
^befseke Functionen'* zu geben berechtigt ist, und sie. zum Hanptgegenstande 
der Betrachtung zu machen aufgefordert wird. 



*) Den ersten Theil diesM Satzes hat bereits Jaeobi ausgesprochen, und dadurch 
den wahren analytischen Charakter der Groben X|, jt,, ...» x^ klar gemacht 
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Die flCchite Aufgabe, welche sich nun darbietet, betrift die wirkliche 
DarateUiing der im Vorstehenden definirten Größen, sowie die Entwickinng 
ihrer hanptsAchlichsten Eigenschaften. Sodann ist es auch erforderlich, das 
Integral 

J\ VR(x,) T /Ä(x.) +•••+ Vlt(T,) i' 
wo F(x) eine beliebige rationale Function von x bedeutet, als Function von 
»x, tfs, •••, u^ ausaudrflcken. Beide Probleme finden in der gegenwärtigen 
Schrift, deren Resultate ich zum Theil schon frflher in zwei Ideinern Abhand- 
lungen*) bekannt gemacht habe, ihre vollständige Erledigung, und zwar auf 
einem Wege, welcher von dem fOr die Abet sehen Functionen zweier Ar- 
gumente von Göpel und Roeenhmn betretenen gfinzlich verschieden ist. Die 
genannten Mathematiker gehen nflmtich von unendlichen Reihen aus, die sie 
aus denen, durch welche Jacobi die elliptischen Functionen auszudrücken 
gelehrt hat, durch eine von tiefer analytischer Einsicht zeugende Verallge- 
meinerung erhalten^ und zeigen dann, wie sich aus denselben, die zwei ver- 
finderliche GrOfsen tfi, u^ enthalten, die Coeffidenten einer quadratischen 
Gleichung so zusammensetzen lassen, dafs zwisched deren Wurzeln und tfi, u^ 
zwei Differential - Gleichungen von der oben aufgestellten Form bestehen. 
Dagegen war mein Bestreben von Anfang an auf die Auffindfang einer Methode 
gerichtet^ die geeignet sei, unmittelbar von den genannten Differential- Glei-* 
cbungen aus für jeden Werth von ^ auf einem einfachen, alle Willkflhrlichkeit 
ausschliefsenden Wege zur Darstellung der GrOfsen o^i, x^^ • • ., x^ als 
Functionen von tf|, t#2, .>., tr^ in einer fQr alle Werthe der letztern gallig 
bleibenden Form zu fahren. Durch weitere Ausbildung eines Verfahrens^ 
dessen ich mich bereits früher zur directen Entwicklung der elliptischen 
Functionen, ohne Voraussetzung der Multiplications - und Transformalions- 
Formeln mit gutem Erfolge bedient hatte, gelang es mir, das Ziel^ welches 
ich mir gesteckt, vollständig zu erreichen ; wo sich denn als schliefsliches Re- 
sultat meiner Untersuchungen ergab, dafs sich sAmmtliche AheFsche Functionen 
einer bestimmten Ordnung auf eine einzige, in einfacher Form darstellbare 
Transcendente zurOckfahren lassen. Damit ist aber fOr sie dasselbe erreicht, 
was far die elliptischen Functionen Jacobi gethan hat, und was Lejeune 
Dirichlet in seiner Gedächtnifsrede auf den grofsen Mathematiker mit Recht 
als eine der bedeutendsten Leistungen desselben bezeichnet. 

*) S. Programm des Braumberftr Gymnasiums ▼. J. 1849 und Cretle^n Joomai Bd. 47. 
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Die vorliegende Ai^beit ist anter mancherlei flnfsern Hemmungen entstan- 
den, die mir nur von Zeit zu Zeit, und oftmals naeh langer Unterbreeliang^ 
mit derselben mich zu beschäftigen gestatteten. Ohne Zweifel wird man Spuren 
davon an nicht wenigen Stellen entdecken. Gleichwohl hoffe ich, dab ihr die 
Sachkundigen auch in der Gestalt, wie ich sie Jetzt ihrer Beurtheilung vorlege, 
nicht ganz ihren Beifall versagen, und wenigstens ein Ergebnifs derselben mit 
Befriedigung aufnehmen werden, die Thatsache nfimlich, dafs sich die ellipti- 
schen und die Ji^rschen Functionen nach einer fflr alle Ordnungen gleich 
bleibenden und zugleich directen Methode behandeln lassen ; und ich trage kein 
Bedenken, zu gestehen, dafs ich anf dieses Resultat meiner Arbeit einigen 
Wertb lege, und es als ein fOr die Wissenschaft nicht unbedeutendes betrachte. 



fiirstes M^pIteL 

firklftrung der Aberschen Functionen; Bestimmung der 
analytischen Form derselben. 

Ich beginne mit der Ermittelung der Form, unter welcher der Zusam- 
menhang zwischen den Gröfsen o^x, o^a, ..., x^ und «x, u^^ •••, u^ darge- 
stellt werden kann. Zuvörderst aber möge, zur Vermeidung von Wiederholungen, 
hier ein ffir allemal in Betreff einiger Bezeichnungen, die ich im Verlaufe 
der ganzen Abhandlung unverändert beibehalten werde. Folgendes festgestellt 
werden. 

Die ersten Buchstaben des deutschen Alphabets, a, B, c ... sollen, 
sobald nicht ausdrficklich etwas Anderes bestimmt wird, ausschliefslich Zahlen 
aus der Reihe 

1, 2, • . ., (> 

bedeuten, in der Art, dafs jeder derselben, wo er in einer Formel vorkommt, 
unabhängig von den übrigen etwa in ihr sich findenden, sfimmtlicbe dieser 
Reihe ungehörigen Werlhe durchlaufen kann. Ein Ausdruck, der einen oder 
mehrere dieser Buchslaben enthält, reprflsentirt demnach, je nachdem die Zahl 
derselben 1, oder 2, oder 3 u. s. w. ist, q, oder ff^, oder q^ u. s. w. Wertbe. 
Die Summe aller dieser Werlhe soll dann ferner durch ein dem Aosdrocke 
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vorgesetstes JS beseichnet werden, ond swar in der Regel ohne besondere 
Andeutung der Bucbstaben, auf welche es sich besieht, was nnr in dem Falle 
nicht unterbleiben darf, wenn aufser derselben noch andere deutsche Buch-- 
Stäben vorkommen. Hiernach ist %. B. 

SF(a) = t^F(a) 
•=1 



Dagegen soll 



•asllai 



2F(a,h,c) = ^5F(a,B,c) 

t,l tssllsl 

sein; u. s. w. 

Kommt es in einem besondern Falle vor, dafs bei einer solchen Sum- 
mation ein Buchstabe von den festgesetzten Werlhen irgend einen bestimmten 
nicht annehmen darf, so soll darauf durch ein dem JS oben beigefügtes {') 
aufmerksam gemacht, und zugleich der auszuschliefsende Werth neben der 
Summenformel angegeben werden; wonach z. B. die Bedeutung der Formel 

klar ist. 

Endlich bemerke ich noch, dafs eine Gleichung, die einen, oder zwei 
u. s. w. der in Rede stehenden deutschen Buchstaben enihflif, ein System Von 
g, oder (f^ u. s. w. Gleichungen darstellt; so dafs z. B. die in der Einleitung 
aufgestellten Differential -Gleichungen sfimmtlicb in der folgenden 

ril du — ^i-£i£iL._^i_ 

(1.) du, - :sij—^^.j^^ 

enthalten sind. 

Dies vorausgeschickt soll nun zunfichst gezeigt werden, dafs sich 
iVi^ X2^ ...^ iv^ bei hinlänglich kleinen Wertben von tii, t/,, ..., u^ nach ganzen 
positiven Potenzen dieser Gröfsen in convergirende Reiben entwickeln lassen. 

Wenn die Differenz x — a,, wo r irgend eine der Zahlen 1, 2, ..., 
2(»-f^ bezeichnen soll, dem absoluten Betrage*) nach kleiner ist als die 

*) Unter dem absoluten Betrage oder Werlhe einer complexen (imaginiren) Gröfse 
verstehe ich hier den analytischen Modul derselben, wie er sonst genannt wird. Der 
Umstand, dafs das Wort Modul in so verschiedenem Sinne gebraucht wird, und namentlich 
in der Theorie der elliptischen und Abetschen Functionen bereits eine feststehende Be- 
deutung hat, möge die Einfflhrung der vorgeschlagenen Benennung entschuldigen. 
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DiffereriK swischen a, und jeder andern der Gröfsen Oir ih^ •> m ^-^i (^m 
durch den Ansdrack „es befinde sich x in der Nflhe von a/' beseichnet wer- 
den möge), so lAfst sich 

/^ darch eine convergirende Reihe von der ^'orm 



•Ä'(a,)(jr— «,) 



darstellen, wo Ä'(a?) = -g~, und (r}i, (r}2 u. s. w. rational aus a^ und den 

Coefficienten von R(a:) zusammengesetzte Ausdrücke sind. 

Wird daher angenommen, es befinde sich x^ in der Nfihe von Hi, Xjt 
jn der Nähe von Os u. s. w., und setzt man, 

^^ = 4o(^-«,+i) ... i^-o,,^,) mit Q{x), ^ mit P\x) 
bezeichnend, 

so hat man 

*]^'7^ = aa,b)„+(«,6).^+(a,B),4:+..0*., 

wo (a.b)p, (a,b)i u. s. w. rationale, ans n«, a» und den Coefficienten von 
P{x)^ Q{x) zusammengesetzte Ausdrücke bedeuten, und insbesondere 

(a, a}u = I9 (ä^H, = 0, wenn a^b^ 
ist Hiernach geben die Gleichungen (1.) durch Integratior 



2n+i 

n m* 1 ...OD 



(8 



^ \ II » 1...0C 



n «B l...eo 
Aus diesen Reihen erhält man dann ferner durch Umkehrung die folgenden« 
in denen (tii, 1/2, ..., v^\ eine ganze homogene Function nten Grades von 
tii, 1129 ..«^ ^f bezeichnen soll. 
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IS 

(4. 

P(x.) 



J*2=y(5|^^^2-ö,)) = ti,4-(u,,i/,,.. •,11^)5 + 



Ferner, da sich 

Pix ) 

,^, *\ in eine Reihe von der Form 

*a + Ca)i*J+(a)2*H- 
entwickeln Ififsl, 

(a « l,2,...,rt 
Die vorstehenden Reihen können nicht fflr alle Werlhe von tii, «2^ ...^ «^^ 
convergiren, sondern nur fQr solche, die gewisse Bedingungen erffillen. Es 
ist aber fflr den gegenwärtigen Zweck nicht erforderlich, diese anfsasuchen; 
es genflgt vielmehr imzunehmen, dafs die Reihen (3 — 5) fflr irgend welche 
Werth^ von «1, «29 •••% ^^^ deren absolute Betrfige durch I7i, C^i, ..., ü^ 
beseichnet werden mOgen, sfimmtlich convergent seien — wozu man nach 
einem allgemeinen Satze Aber die Reihenentwicklungen von Functionen, die 
algebraischen Differential -Gleichungen genflgen, berechtigt ist*). Dann sind 
sie es auch unbedingt, sobald man fflr tii, ti,, ..., u^ nur solche Wertbe 
zulfifsl, die dem absoluten Betrage nach kleiner als beziehlich f7|, {7,, ..., U^ 
sind, und geben unter dieser Voraussetzung 

x^, x„ ..., j?^, yÄ(:r,), ^B{X2)^ ..., }fR{x^) 
als völlig bestimmte, eindeutige Functionen von Hi, ii}, •.., ti^. Wenn man 
aber die vorstehenden Gröfsei fflr alle Werthe von ti|, tia, •••, ti^ innerhalb 
der bezeichneten Grfinzen berechnen kann, so ist durch das Alkel'ecAe Theorem 
die Möglichkeit gegeben, dieses auch fflr beliebig grofee Werthe der ge- 
nannten Verfinderlichen auszufllhren. 

§. 2. 
Um dieses nachzuweisen, nehme man etatt n«, ti,, . . .« u^ (2|t) Reihen 
von je ff solchen veränderlichen Gröfsen 

*) Vergl. meioe Abhandlung aber die analytischen Facultftten in CreUe'^ Journal 
Bd.5i. ^.43. 
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(1.) 



■i 5 "hl • • • $ •»^1 






an, die keiner andern Beschränkung unterworfen sein sollen, als dafs 

sämmtlich dem absoluten Betrage nach kleiner als U^ vorausgesetzt werden. 
Ferner bezeichne man, wenn m eine der Zahlen 1, 2, ..., 2fi bedeutet, mit 

(m) («) («) 

*l •> *2 1 • • • 1 ^ * 

die Gr(^f8en, welche man für 

*1 , ^2 , • • • 9 *^ > 

^19 ^21 • • • 9 ^^ > 

vermittelst der Reiben (4,5) des vorhergehenden §. erhält , wenn man dort 
^T\ <'r\ •••<» tf^*^ an die Stelle von Hi, fi,, ..., tf^ setzt. Sodann hat 
man zwei ganze Fanctionen M(x)^ ^(x) von der Form 

vermittelst der folgenden {2/i(f) Gleichungen 



(3.) 



|i»f«) -^^5^+^«) = 0» 



'^(^?'")-^^+^(^'") = 0, 



(«-l,2,...,rt 

SD bestimmen, worauf die ganze Fonction f2ftQ-\-Q)i»n Grades 

P{x)M}{x) — Q{x)]Sl*{x) 
fir ar = xi, . . ., «^, arj', . . ., x'^, . . ., xf'*\ . . ., x^*"^ Natt wird, «sd daher 
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durch das Product 

welches durch n{x) bezeichnet werden möge, theilbar ist, so dafs man 

(4.) P{x)in\x)-QyX)N\x) = n{x)(p{x) 
setzen kann, wo tp{x) eine ganze Function von der Form 

jr^+ P,J?^-H^2J^^~'+ - + P, 
bedeutet, in der Pi, Pj^ . .., P^ rational aus 

x\, x',, ..., x\, iR{x\), iR{x',), .... }fRix'^\ 

,,, J^'A ^'.\ ..., <. , yÄ(;rr), }/R{x!!), ..., y/i(0, 

(5.) ( und , ^ 

zusammengesetzt, und daher auch als eindeutige Functionen der GrGfsen (1.) 
zu betrachten sind. Bezeichnet man jetzt mit Xi^ ^29 • • m ^f die (f Wurzeln 
der Gleichung 

so gelten nach dem ÄbeVseken Theorem die q Gleichungen , die sich ans 
der nachstehenden 

ergeben, indem man B = l, 2, ..., q setzt, unter der Bedingung, dafs man 
der WurzelgrGfse iR{x^) den durch die Gleichung 

n^ .^or^y— P(^^)M(^^ _ 0{x.)K{x,) 
bestimmten Werth beilege*). Nun ist aber 

pui) i/xi _ . , ^ P(y;) rfxi' _ ^^/ „ g ^ 

• jr. — Ol •if(ar«) « x« — «i •IIU.) 



.*) In Betreff des Beweises dieses Satzes verweise ich auf Ahe'U Abhandlung: 
Remarques sur quelques propriötes etc. in Crelle's Journal, B. 3, S. 3i3 und Oeuvres 
compifttes, tome I, 288. Einen auf ganz andern Principien beruhenden Beweis des 
Satzes werde ich spiter geben. 

CreUe^t ioarnal f. d. M. Bd. LH. Heft 4. 38 
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Daher 

(8.) rf.i+*i'+...+<(«i-.. = ^t^.^. 

Bevor aber aus diesen Gleichungen weitere Folgerungen gebogen werden, 
ist es noih wendig, die Zusamniensetzungsweise der Coefficienten von M(x)^ 
7V(a?), q){x) aus den GrOfsen (5.) oder (1.) einer nAhem Belracbhing zu 
unterwerfen. 

§. 3. 
Es lifsr sieb, wenn x in der Nähe von n« angenommen und 

gesetzt wird, 

VB{x) .^^ P(x) 

in eine convergirende Reihe 

(2.) ^ + (a)i*'+(a).**-f .-. 
entwickeln, welche mit Ra(^) bezeichnet werden möge, so wie auch die 
Functionen von *, in welche Qt{x)^ iV(;r), P(a?), Q(x) durch die Sub- 
stitution 

übergehen, durch M^{s\ iVa(«), Pa(^X (?•('} angedeutet werden sollen. Femer 
setze man 

'^ '^ j /tf;(5)Ä.(*)+2V.(^) =/.(*), 

so Icaxin auch f^{^) für jeden Werth von s, der so beschaffen ist, dafs der 
zugehörige Werth von x in der Nfihe von a« liegte in eine convergirende 
Reihe entwickelt werden. Es ist klar, dafs s[^ V«, u. s. w. in Folge der 
oben in Betreff der Grölsen (1 , §. 2.) gemachlen Annahme sftmmtlich su diesen 
Werlhen von ä gehören. 

Angenommen nun, es sei aberhaupt f{s) eine Function von s, die sich 
für alle Wertbe dieser Verfinderlichen, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner 
als ein bestimmter GrA^z werth S sind, durch eine convergirende^ Reihe von 
der Form 
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darstellen lasse ^ und n{s) bedeute eine ganze Function nten Grades, wobei 
zugleich angenommen werde, da(s die Wura^ln der Gleichung nls)zi=0 sämmt- 
lieh dem absoluten Betrage nach kleiner als S seien. Aladann Ififst sich fttr 
jeden Werth von s, der seinem absoluten Betrage nach gröfser als jede dieser 
Wurzeln ist, 

ma«0...oo 
setzen (wo m, so wie Oberhaupt im Folgenden die Buchstaben m, n. f), eine 
ganze Zahl, die alle Werthe zwischen den GrSnzen und oo annehemen hann, 
bezeichnet), und man erhält daber^ indem man diese Reihe mit der für f{s) 
multiplicirt, wenn der absolute Werth von » zugleich kleiner als S ist, 

welche Reihen -Entwicklung von -^^ durch 

angedeutet werden möge, so wie durch 

der Coefficient von ^-^ in derselben. Ist nun 

so mOssen, wenn man die Reibe I-^^t^J mit n{s) multipiicirr, aus dem Pro- 
ducle alle Glieder mit negativen Potenzen von .v rortfallen^ und daher 

sein, indem der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung der Coef- 
ficient von s"^^^ in dem gedachten Producte ist. Diese Relation lehrt aber, 
dafs die Coefficienten Eq^ E^^ u. s. w. sämmllich gleich Null sind, sobald 
dies mit den n ersten der Fall ist. Denn da B^ nicht Null ist, so erhellt 
unmittelbar, dafs ß»^.„==0 sein ronfs, wofern Ä., JBio+i, . . ., iP^^^-i sÄmmt- 
lieh verschwinden; woraus, indem man der Reibe nach m'=0) 1, 2, u. s. w. 
setzt, das Behauptete sofort sich ergiebt. Dann hat man 

38* 
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oder 

f(s) == (Bo+B,*+...)(A+A*T-) 
fflr alle Werthe vod s innerhalb der bezeichneten Grfinien. Die letztere Glef- 
chunj; kann aber nicht anders bestehen^ als wenn in der Reihe, die ans der 
Entwicklung des Products auf der rechten Seite hervorgeht, die Coefficienten 
mit den gleichsteliigen von f(s) abereinstimmen. Dann aber gilt sie, und 
mit ihr auch die vorhergehende Oberhaupt für alle Werthe von s, bei denen 
die Reihen 

beide convergiren. Fflr die letztere steht dies aber, ihrer Herleitung nach, 
fest, wenn der absolute Betrag von s zwischen zwei Grfinzen, von denen 
die obere S ist, enthalten ist; es mufs daher für aile Werthe von s, die dem 
absoluten Betrage nach unter S liegen, der Fall sein. Hiermit ist folgender 
Hflifssatz bewiesen, der bei mancherlei Untersuchungen mit Nutzen angewandt 
werden kann: 

Wenn die oben näher charaklerisirten Functionen /"(«}, n(8) so 
beschaffen sind, dafs man 

[^]...=o. m.--'^ ■••• &■=»' 

oder auch 

hat, so täfst sich der Quotient 

für alte Werthe von s, bei denen die Reihe für f{s) convergirt, ebenfalts 
durch eine nur ganze positive Potenzen von s enthatfende converjgirende 
Reihe darstelten. Umgekehrt ist dies nicht der Fall, sobald die vor^ 
stehenden BeJUngungsgleichungen nicht sdmmttich befriedigt werden. 

Fflr die durch die Formeln (3.) definirten Functionen /«(«), n^(s) ist 
nun, nach .dem oben Bemerkten, die Bedingung erfflilt, dafs die Wurseln der 
Gleichung tt^C^p^O sflmmtlich dem absoluten Betrage nach kleiner sind als der 
Grfinzwerth, unter dem s bleiben mufs, damit die Reihe fflr f^{s) unbedingt 
convergire. Wenn daher die Coefficienten von M{x) und ]\{x) so bestimmt 
werden können, dafs die folgenden (2/liq) Gleichungen 



hx 
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^*^ L«.(*)J,-— "' L«.(,)J,-— "' • • •' L «.(,) J,-— " 

(a- », 2 e) 

befriedigt werden; so hat man fQr alle Werthe von », bei denen die Reihe 
fflr f,(s) convergirt 

(5.) /•/*) = 7t,i»)Z(»), 
^0 /«(') eine als unendliche Reihe von derselben Form wie die fär /*«(») 
darstellbare Fanction bedeutet. Nun darf man aber in dieser Gleichung (— «) 
fOr » setzen, und erhfilt 

oder da 

M.(-*) = ilf.(*), A^.(-») = A;(«), /«.(-*) = -Ä.(*) 
ist, 

iV»-iif»Äj(*) = «.(*)n,(-»)^(*)7;(-»), 

oder auch, indem 

ist, duroh MoUipIicalion dieser Gleichong mit — (^c(«) 
wo 

gesetzt ist. Nun gehört jeder Werth von s, der 7i.(*) = oder 7i.(— *) = 
macht, zu denen, TOr welche die Reihen -Entwicklongen von f^{^)^ A(— ^) 
und somit auch die von /«(«), f^{ — ^r), xM convergiren; es behalt daher der 

Quotient 

P.{s)M,*(s)-0.is)Df:{s) 
«.(*)fi.(— «) 

auch dann noch einen endlichen Werth, wenn der Divisor verschwindet; und 
da Dividendus und Divisor desselben beide ganze Functionen von s^ sind, so 
mufs der erstere durch den letzteren theilbar, und somit x^W ebenfalls eine 
ganze Function von ^^ sein. Daraus folgt denn, dafs die Gleichung (5.) f&r 
jedem Werth von s besteht. Setzt man nun in derselben 

^(«-«.) für ^, 

so geht der Ausdruck auf der linken Seite in 
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und 

abgesehen von einem conslanlen Factor^ in 

{x-x:)(x-x:) ... (x-x<:^^) 

aber, während sich xA^) ebenfalls in eine ganze Punclion von x verwandelt. 
Demnach wird, wenn die Gleichungen (4.) sämmllich bestehen, der Ausdruck 

P{x)M^(x)—Q(x)N''{x) durch n(x) 

(heilbar, und es gilt die Gleichung (4.) des §. 2. Die Anzahl dieser Glei- 
chungen ist aber (2/U(>), d. h. gleich der Anzahl der Coefficienten von BI{x)^ 
N{x)^ und sie werden daher zur Bestimmung der letzteren hinreichen. 
Nun hat die Reihe 

n as 0...O0 

wo a«,, eine ganze homogene und symmetrische Function nten Grades von 

*tt^ *«^ • • •» *# 

bedeutet. Setzt man daher 

(7.) /-.(*) = F..o+F...*4-F.,,*H- = SF..,*-, 

m«0...ao 

wo die Ausdrücke -F.,09 ^a,i ti. s. w. lineare Functionen von 

-^i 7 •'^2 7 • • • • , iV^^ 

sind, mit Coefficienten, die rational aus a« und den Coefficienten von P(x) 
und Rix) zusammengesetzt werden, so wird 



C8) [-^^^'J = SK.F„^-.--,, 

niiKO...(X), naBBO...oo 



n«i0...aD 



und man erhalt demnach, indem man p=Oy 1^ .*. ., 2/i — 1 setzt, mr Be- 
stimmung der Coefficienten von M{x\ N{x) die (2/U(>) Gleichungen, welche 
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durch die folgende 

(,«.) *-.,.+sK.F,.„.i=o (;=;;*;:;;_,) 

n»i ...CO 
reprasentirt werden. Diese kann man durch Zusammenziehung der Glieder, 
welche dieselbe Unbekannte enthalten^ auf die Form 

(110 (a. p)o+ (a, p), M, + ... +(a, p\,M^, 

+ (a, p)^,^xlS, + ... + (a, p)2^,iS-, = 

bringen, wo die Ausdrflcke (a, p^, {^V)i a. s. w. sftmmtlieh Reihen von 
der Form 

sind. Bezeichnet man nun mit ^^ die Determinante des Systems^ welches 
ans dem folgenden 

(oj («) ... (i/ie) 

(1,0), (1,0), . , . (1,0),^, 

(l,l)o (l,l)i • . . (1,1).;., 



(12.) 



(l,2A'-l)b {l,2/*-l). 


. . . (^U2f^\\,, 






(C.0)„ ((»,0), 

M •• • t • • • • 


• • • {9> 1 Ve 



((»,2/*-l)p (9,2^-1). ... ((»,2At-l),^, 

dadaroh sich ergiebig dafs man die mit (tn) beseicbnete Vertikal -Reihe forllarst, 
und tagleich die darauf folgenden, ohne ihre Aufeinanderfolge zu Andern, vor 
die mit (0) Obersohriebenen setzt; so erhalt -man 

!« a», *f _ 3», » ^^ 

wo SDtIo, !Ri u. s. w. als rationale und ganze aus (a, ^)q, (a,)>)i u. s. w. 
gebildete Ansdrfleke gleich den lästern nach gaoten positiven Potenzen der 
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Grörsen 



(140 



• M ^2 1 • • • ^ *^ 

] Ol ^ 92 *t • • • 1 • f 



(2^) (2.a) (2.«) 

JF| , «2 1 • • • 1 '^p 



in convergirende Reihen entwickelt werden können*). Hier ist es nun von 
besonderer Wichtigkeit, die Anfangsglieder dieser Reiben, d. h. die Werthe, 
welche sie annehmen, wenn die Gröfsen (14.) sämmtlich verschwinden, in 
ermitteln. Offenbar erhält man dieselben, die mit 

bezeichnet werden mögen, wenn man bei der Bildung von !DI,|, SRi u. s. w. 
die Reihen ffir *(a, p}.,, (a, pX u. s. w. auf ihre Anfangsglieder reducirt, oder, 
was dasselbe ist, wenn man die Gleichungen (ll.)? ^^^ mit den unter (10.) 
aufgestellten identisch sind, durch die folgenden ersetzt 

(15.) F.,o = 0, /';i = 0, ..., F^,^^,=-0, 

und dann tns den CoefDcienten derselben !D7o) ^i u. s. w. so zusammensetzt, 
wie Wo, Wii u. s. w. aus den Coefficienten der Gleichungen (11.)- 

Nun sind aber F\o^ I^\i u- s. w. die CoefScienten der Reihen- 
Entwicklung von 

f,(s) = M.w/i.(*)4-iV.(^), 

und die Gleichungen (15.) drflcken also aus, dafs die (2fi) ersten Glieder 
derselben verschwinden sollen. Dies kann, da ]N^(s) und M^{if) gerade 
Functionen von « sind, B^i^) aber eine ungerade, in deren Entwicklung 4er 
Coefficient von &^ nicht Null ist, nur unter der Bedingung geschehen^ dafs in 
den Entwicklungen von M^{&) und A^«(«) nach Potenzen von s alle Glieder 
von einer niedrigem als der (2,a)ien Ordnung verschwinden. Da aber ilfg(t) 
und K^(^) aus M{jp) und ^(;r) durch die Substitution 



*) Vergl. den Salz (5, B^ §. 1) in der angeführten Abhandlung Aber Ae 
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bervorgebn, so mefs man, damit die genannten Glieder Null werden, 
ilf (n.) = 0, ilf\0 = 0, .... 3f /--*)(«.) = 0, 
iV(a.) = 0, iV'(«.) = 0, . . ., N^^-'\a.) = 

haben, d. b. es mässen M{x)^ j\(x) beide durcb (x—a^y tbeilbar sein. Hier- 

nacb sagen die Gleicbnngen (15.) aus, es sollen die Coefficienten von M{x) 

und N(x) so bestimmt werden, dafs beide durcb 

tbeilbar werden. Dies kann aber, da M{x) vom (iti(»)ten, N(x) vom (/i(f — i)ien 
Grade, und der Coefficient von x^^ in M{x) der Einheit gleich sein soll, nicht 
anders geschehen, als wenn man . 

Af, = 0, N, = 0, . . ., N,^ = 0, 
und 

M(x) = P^(x) 

annimmt. Hiernach liefern die Gleichungen (15.) ffir üfi, A|, itf,, iV, u. s. w. 

völlig bestimmte endliche Werlhe. Daraus folgt zonfichst, dafs ^^^ oder das 
Anfangsglied von ^^ nicht Null sein bann, indem, wenn dieses der Fall wäre, 
die Gleichungen (15.) entweder ßar nicht, oder auf mehr als eine Weise 
befriedigt werden könnten; und daher ergiebt sich 

(16.) j^^+3»iarA'e-i^....+?K^^ = ^P^{x), 

f5W^e+i = ®f.-e+» = ... = 5W,^^ = 0. 
Mithin kann man, wenn man 

setzt. Mix) and N(x) auf die Form 

\ *(-' = X 

bringen, wo jetzt 9R(a?), ^{x) ganze Functionen des (2^p — l)ten Grades 
von .1' bedeuten, deren Coefficienten sich gleich wie M^) nach ganzen positiven 
Potenzen der Gröfsen (14.) in convergirende Reiben entwickeln lassen. Da- 
bei reducirt sich M^ auf die Einheit, wenn diese Gröfsen sfimmtlicb den Werth 
Null annehmen, während die Coefficienten von ^{x) und 9t (x) dann ebenfalls 
sfimmtlich verschwinden. 
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Hierzu bemerke ich noch Folgendes. Die Formel (7.) lehrt, indem 

und N^(s) eine gerade, äi^{s)R^{s) eine ungerade Function von s ist, dafs 
für einen geraden Werlh von m 

F.,„ die Form AiV. + r,iV,+ ... +f,,^,,, 
und fOr einen ungeraden 

t\. die Form f.-\-frM^-\-f.M,^ -" \f,,M,, 
hat. Ferner ist a^^ eine gerade oder ungerade Function von e^^ s'J^ ..., s^^''\ 
jenachdem n eine gerade oder ungerade Zahl ist. Aus der Gleichung (10.) 
folgt daher, dafs 

(a,p)i, (a,p)i • . . (a,p)^, gerade, 

und 

(a,p)^e+» («'PW» • • • (<»iP)vf ungerade 
Functionen der eben genannten Gröfsen sind, wenn p eine ungerade Zahl 
ist; dafs sich dies aber umgekehrt verhftit, sobald p gerade ist. Es Ändert 
sich also jeder Coefficient der Gleichungen i\\.) gar nicht, oder wechselt nur 
sein Zeichen, wenn man ««, ««', ..., s^/"^ in 

V V' .(2/1) 

verwandelt; und zwar geht dadurch, wenn man mit 

m die Zahl oder 1 
bezeichnet, je nachdem vx'^fiQ oder vxZ> mf i^^ 

(a,<))« in (-iy-*+=(a,p), 
aber. Der Ausdruck 9)t« ist nun ein Aggregat von Gliedern, deren Jedes 
die Form 

±(ai,«)i)w,(«25*>2)a,, • . • (<ta,Pi)„^ 

hat, wo X=i2fiff ist und die Reihe der Indices mi, nia, ..., ma sämmtiiche 
Zahlen der Reihe 0, 1, ..., 2fxQ enthalt, mit Ausnahme von m, wfthrend fflr 

<tl, Pl «21 |)2 • • . Äjll Pjl 

die in der folgenden Zusammenstellung enthaltenen Verbindungen zu setzen sind: 

1, 1, 1 ... 1, 2;i— 1, 

2, 2, 1 ... 2, 2;i— 1, 

^,0 ^, 1 . . . ^, 2jii— 1. 
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Giebt man daher jeder der onler (14.) zusammengestellten Gröfsen den ent- 
gegengesetzten Wertb, so erfährt das vorstehende Product dadurch dieselbe 
Veränderung als wenn es mit 

multipiicirt wird. Aber 

Pi + ^+- + <)i = (KO+2+2 + ... + (2/i-io = ^e(2^^ 

Wi-f-ma-{" '•'T"^i = 0+^ H f-(2iU(>) — m = /up — m, 

und daher 

Man sieht also, dafs die Glieder von fR. nach der Zeichenänderung der 
Gröfsen (14.) sämmtlich unverändert bleiben, wenn ta^fiQ, nnd nnr ihr 
Zeichen wechseln, wenn m>fi(fi d.h. mit andern Worten, dafs 

a»ü, 9»n ..., 9»^e 
nnd somit auch ilfu und die Coefficienten von Wl(x) gerade, dagegen die 
Coefficienten von 91 (:r) ungerade Functionen der genannten Gröfsen sind. 

Hierdurch ist nun die Zusammensetzungsweise der Functionen M(x)^ 
N{x) für den vorliegenden Zweck hinlänglich festgestellt Aus denselben 
kann man ferner die Function (p{x) leicht erbalten. 

Da der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (4, §. 2) durch 
n(x) theilbar ist, II{x) aber die Form 

hat, wo ^1, ^2 u. s. w. ganze Functionen von x[^ x[' u, s. w. und somit 
auch der Quadrate von s\ , s!! u. s. w. sind , von denen , nachdem man den 
gedachten Ausdruck durch JT{x) dividirt, in dem Quotienten nur ganze 
positive Potenzen vorkommen; so sieht man, dafs man 

P(l) PO) P(«) 

(18.) q>ix) = are + ^a;^-' + ^a^e-^+... + ^ 

erhallen mufs, wo P^^\ P^\ ..., P^^^ ganz dieselbe Gestalt haben wie die 
Coefficienten von ^(x). 

Man kann aber dieser Function noch eine andere, sehr bemerkens- 
werlbe Form geben. Setzt man nämlich in der Gleichung (4, §. 2) 

39* 
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so erhalt man 

y(a>+«) _ ^t^a^■^^«) _ (Af.l»(af»-.)+aKof+.))* 
»(«»,.») ^ mih,^,) ^ (M.f»'(«»,.n)+TO(a^.n))* 
Nun ist 

(«.-x;)(«.-x:) ... («.-xi'"^» ~ > '^ (?(«.)>'•.;*:... 4'"' ^ ' 

und, wenn h von a verschieden, 

___^ 1 

(fl.-x;)(a. - 4') . • • («. - j^P"^) 

= j(_L_Y(i_£iiif!L)-» ... (i-^üLzfi)-»!*. 

Aber 

(l_:^ZZfL)-\ (i«£^I^)-* „. s. w. 

sind, weil J7|, a^i' u. s. w. sflmmtlicb in der Nähe von a^ sich befinden, nach 
ganzen positiven Potenzen von (ar| — o^), (^i'— Hi) n. s. w., und somit ancb 
von ^, s'P u. 8. w. in convergirende Reiben entwickelbar. Folglich kann man 



i_ - *_r— -A_V 



/r(a.) 

setzen, wo S« eine convergirende, nnr ganze positive and gerade Potenzen 
der Gröfsen (14.) enthaltende Reihe bedentet. In Ahnlicher Weise findet man 

wo S^^.«, Ss^^i Reiben von Ähnlicher Gestalt wie S« bedenten. 
Ans (19.) ergiebt sich nun 

and aus (18.) 

y(ga) 9^^> 

-Q(aa) ~ Itff' 

wo 9^*^ eine nur ganze positive Potenzen von «l, «[', o. s. w. enthalleBde 
Reihe bezeichnet Mithin mufs 



i9. Weier$iraf$f Theorie der AbeV^ehen Functionen. 305 

and daher 91 (Aa)^« durch «'« ... ^^^^ theilbar sein. Bemerkt man nun, dafs 
*Jl(«J eine ungerade, S., K ... *?^^), -Mli, 9Ä(fl^+a)i ^i/h^+i) aber gerade 
Functionen der Gröfsen (14.) sind, so erkennt man, dafs man 



\. 



(20.) 



Pifht+i) ~ I 4+sf +...+8«;;;+... t ^'^*' 

bat, wo S«' eine ganze homogene Function mten Grades der Gröfsen 

»n 'n • • • ♦ *1 

(21.1 / ^' *" • • •♦ *i 



s(») 






beseicbnen soll. Es ist aber 



1^ ~ •T*'(x-a^P'(o.)' 
und so erhflit man 

(33.) ,W - P(*)_;s:j^.^v:| 

Drflckt man nun die Gröfsen (21.) durch die folgenden 

••H "19 • • • 1 "1 

(24.) / " ^' • • • 9 •'2 



11' . tl". 11^^) 



aus (vermittelst der Formeln (4.) des §. 1}, so erhflit man 

(251 ^ - i/ r^^^'^«> >> - ^o^^^'^+^r'^+- + g^r'H- 

(25.) ( y,+. - y(,pj5-^; 4 + i;i»)^....^.i;^o^... 
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WO jezt I7^'\ C^n(ar) ganze homogene Functionen mten Grades der Gröfsen (24.) 
sind, die zweite aber zugleich auch eine ganze Function ((jU(i— l}teu Grades) 
von T ist, und sämmtlicbe in diesen Ausdrücken vorkommenden unendlichen 
Reihen unbedingt convergiren, sobald die absoluten Werihe der genannten 
Veränderlichen unterhalb der oben fflr sie festgesetzten Grflnzen liegen. *) Da- 
bei kann man bemerken, dafs die Coefficienten von ü^^ und V^{x) aus 
01, U2% .-M ^Q uod den Coefßcienlen von Q{x) rational zusammengesetzt 
sind, wie man leicht sieht, wenn man die vorhergehenden Entwicklutigen in 
dieser Beziehung überblickt. 

§. 4. 
Nachdem nun ermittelt worden, welche Gestalt die Coefficienten von 
ilf(a?), N{x\ y(a?), als Functionen von tii, tij' u.s.w. betrachtet, haben**), 
kehre ich zu den Gleichungen (8.) des §. 2. zurOck. 



*) Wenn F(«|, «2 9*-*) ^>"^ Funciion mehrerer veränderlichen Gröfsen «,, «,, ... 
ist, die für alle Werihe derselben, die ihrem absoluten Betrage nach unter gewissen 
Griinzwcrthen S|, S, , ... liegen, durch eine convergirende Reibe von der Form 

S{il(n.,n,, ...)*? «"'...} 
n|at0...oo,iia«»0...oc,... 

dargestellt werden kann; und man substituirt für 8^^ a,, ... ebenso gebildete Potenz- 
Reihen beliebig vieler anderer Veränderlichen Uf, u,, ..., und ordnet nach Potenzen 
dieser letztem^ so convergirt die to sich ergebende Reihe, sobald man für die absoluten 
Werthe von ti|, fi,, ... solche Granzen festsetzt, dafs nicht nur die Reihen für «., «,, ... 
sammtlich convergent sind, sondern ihre Summen auch zu denjenigen Werthen von 
^9 «t« •** gehören, für welche die angegebene Darstellung von F(»^, «,,...) gültig ist. 

**) Wenn man die in Rede stehenden Gröfsen direct durch Auflösung der Glei- 
chungen (3, $.2) bestimmen, und in den so sich ergebenden Formeln .r', j:'') ... 
/il(x',), i/il(jt*Y)9 ••. durch u\^ f//, ... ausdrücken wollte, so wurden sie die Gestalt 
von Brüchen erhalten, bei denen Zahler und' Nenner gleichzeitig verschwanden, sobald man 
in zweien oder mehreren der unter (1, $. 2) aufgestellten Reihen die gleichslelligen Glieder 
einander gleich setzte. Um diesen Uebelstand zu vermeiden, der sich schon bei An- 
wendung des ilAt>rschen Theorems zur Herleitung der sog. Additions- Formeln für die 
elliptischen Functionen zeigt, ist das im vorhergehenden $. auseinandergesetzte, allerdings 
etwas umständliche Verfahren gewählt worden. Wie man übrigens die Gleichungen (3, $.2), 
auch ohne /It(jr'), /^(y/), ... in unendliche Reihen aufzulösen, so umformen kann, 
dafs derselbe Zweck erreicht wird, soll für den besonders wichtigen Fall, wo /i=l ist, 
spater gezeigt werden. 
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Wenn dieGröfsen (t.) des $.2. eämmüich verschwinden, so reduciren 
sith, nach den Formeln (25, §.3) ^i, 929 ««m Vq ebenfalls sflmmtlich auf 
Nnll, und daher ([nach (28.) desselben §.) ip{x) auf P{x), so dafs als- 
dann J7i, :r,, ..., x^ die Werthe ai, 1I2, •.., a^ erhalten. Man kann daher 
^4--^t) iR{^^) — die letztere Gröfse mit Hftife der Formol (7, §. 2) — 
bei hinlfinglich kleinen Werthen der genannten Verflnderlichen nach ganzen 
positiven Potenzen derselben in Reihen entwickeln, die gleichzeitig mit ihnen ver- 
schwinden, und Xi^ X2^ ..., x^ als in der Nähe beziehlich von Oi^ Oi^ ...^a^ 
liegend betrachten. Dann aber fOhren die Gleichungen (8, §. 2) indem man 
ganz denselben Weg verfolgt wie bei den Entwicklungen des §. 1 . , und wieder 

setzt, zu den folgenden 

n«Bl...oc 

VR(x^) ^ I /^x ^1 

und man siebt daher, dafs man, unter der Voraussetzung, es seien nicht nur 

tii, «i', ...,tii'^\ sondern auch ni + '^a-i {-^a^^ dem absoluten Betrage 

nach kleiner als 17«, durch Auflösung der Gleichung q>{x)t=zO und Anwen- 
dung der Formel (7, §.2) zu denselben Werthen von Xg^ x^^ ..., o?^, 
yil(Xi), |/il(x2), ..., }fR{x^) gelangen mufs, die man fflr diese Gröfsen 
vermittelst der Formeln (4, 5, §.1) erhalt, wenn man in diesen 

^'i'\'^i'\'**"\-^?^^ an die Stelle von n, 
setst. A«t den so eben angefflbrteo Formelo erhslt man ferner 

, = «.+(«!» «2» ..., «e^'H — +(«1» »2, ..., «e)2_iH- -, 
(1.) < V« Pi^) ' 
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wo wieder (tfi)ti2, ..., ti^)£[^ eine homogene ganze Function mten Grades von 
ti|, t/2, ..., u^ bedeutet, deren Coefficienten aus denen von Q{x)^ und aus 
ai, «2 9 •••) ^f rational susammengesetst sind. Macht man nun in diesen 
Ausdrüciien die angegebene Subslitution, so ersieht man aus der Verglejchung 
der so hervorgebenden Formeln mit den unter (25.) des vorhergehenden §• 
aufgestellten, wenn man die letztem nach Potenzen von u\^ u*l^ u. s. w. sich 
entwickelt denkt, dafs 

rr=±(u'.+tt:'+ ...+«::"'>), ür*'=±i, ^„^'^'^=+1 

sein mufs. Setzt man nun fest, es solle jeder der Wurzelgröfsen 

//jp^L^i j^ yK-ft) \ ,Y yK+i) \ 

von den beiden Werthen^ die sie haben kann, derjenige beigelegt werden, 
bei dem in den vorstehenden Formeln die obern Zeichen gelten, so sind die- 
selben jetzt als völlig bestimmte eindeutige Functionen von u\, v'l u. s. w. zu 
betrachten, welche bei hinlänglich kleinen Werthen dieser Veränderlichen mit 
den unter (1.) aufgestellten übereinstimmen, wofern man in den letzlern 



setzt. 

Angenommen nun, man habe fOr die absoluten Werthe der veränder- 
lichen Gröfsen Ml, ti2, ..., i#^ irgend welche Gränzen T^, Tj, .•., T^, die 
sie nicht aberschreiten sollen^ festgestellt, so kann man die Zahl /t so grofs 
annehmen, dafs 



Dann darf man 






ii' = ti" = ••. = 11^^^^ = !ii. 



setzen, und es werden, wenn man die Functionen von i/i, tij, ..., ti^, in 
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welche dadarcb die Ausdrücke auf der rechten Seite der Gleichungen (25.) 
des vorhergehenden §. sich verwandeln, mit 

oder auch kflrzer mit 

bezeichnet, dieselben die Gestalt 

haben, in welchen Formeln Vl^^ eine ganze homogene Function mten Grades 
von tii, «2, • • •) t^^ bedeutet, und die unendlichen Reihen, welche den Nenner 
und die Zflhler bilden, fflr alle Werthe von tii, u,, ..., u^, die ihrem abso- 
luten Betrage nach die GrAnzen Ti, T,, ...9 T^ nicht aberschreiten, unbe- 
dingt convergent sind. Fflr hinlänglich kleine Werthe der genannten Ver- 
flnderlichen lassen sich (p{Ui^...\^ ^(t'i)*«*)?^ u. s. w. nach ganzen positiven 
Potenzen derselben in convergirende Reihen entwichein, welche mit den ent- 
sprechenden unter (1.) aufgestellten flbereinstimmen. 

Durch Auflösung der Gleichung 

q>(x) = 0, 
wo 

(3.) y(ar) = P(a;)-s\^y-^v-'iu,, «„..., ti,).j 

ist, und man 

?^) = y(«-«' V. 









hat, ergeben sich sodann (f Gröfsen Xi, x^^ .. .^ ^^, welche den Differenüal- 
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Gleicbongen 

du, = ^^-?:i£^.-^ 

(5.) {^ ^ Jra-a,VR(Xa) 



rf« =^..P(^«) ^•^- 



genQgen, und zugleich die Werthe a^, a^^ ...., a^ annehmen, wenn ti|, tii, 
...9 fi^ sflmmtlicb verschwinden. Die Werthe, welche die Wurzeigröfsen in 
diesen Gleichungen haben mflssen, erhält man ohne Zweideutigkeit, indem 
man mit 

die Functionen bezeichnet, in welche die Ausdrücke (26, §. 3) durch die an- 
gegebene Substitution Übergehen, durch die Formel 

Hierzu ist jetzt noch eine wesentliche Bemerkung zu machen. Der 
Neuner und die Zahler in den Ausdrflcken von 

y(tii,...)i y(Wi,...)2 u. 8. w. 
hängen, aufser von tii, 1I29 ... noch von der Zahl fi ab. Gleichwohl lafst 
sich nachweisen, dafs die Werthe dieser Functionen selbst stflts dieselben 
bleiben, welchen Werth man auch dieser Zahl geben möge, wenn derselbe 
nur grofs genug genommen wird, um die in den in Rede stehenden AusdrOcken 
vorkommenden Reihen convergent zu machen. 

Wenn nämlich JP'(t#i,W2v)i fi^(Wi, «a^-O^ -F'(ti|,ti2,.-..),6r'(ti|,i#2,...) 
eindeutige Functionen mehrerer Veränderlichen tii, tis, ... sind, die sich nach 
ganzen positiven Potenzen derselben in Reiben entwickeln lateen, und es gilt 

die Gleichung 

F{u,,u^,...) ^ F\u,,u^,...) 
G(l4i,M,,...) G'CMj^m,,...) 

far alle Werthe von Hi, ti2) ...9 die ihrem absoluten Betrage nach kleiner 
als gewisse Gröfsen sind; so mufs sie Oberhaupt für alle Werthe der genannten 
Veränderlichen bestehen, bei denen die Reihen fflr F, G, F', G' sämmtlich 
convergiren. Denn es folgt aus ihr 

FG' = GF', 
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und wenn diese Gleichung fClr beliebige unendlich kleine Werihe von tii, t#2, ... 
richtig sein soll^ so müssen die Reihen, in welche FG' und GF' nach ganzen 
positiven Potenzen dieser Gröfsen entwicicelbar sind, in den gieichstelligen 
Coefficienten äbereinstimmen, woraus denn folgt ^ dafs sie, und mit ihr auch 
die ursprflngliche 

li "^ W 

gilt, sobald nur tii, t/^, ... solche Werthe haben, dafs die Entwicklungen von 
Fy G, F', & sämmtlich convergent sind 

Bezeichnet man nun die Reihen, welche in dem Ausdrucke irgend 
einer der Functionen ^'(t'i, .«Oi? 9'('^i?**02 u. s. w., bei einem bestimmten 
Werthe von ju, den Zfihler und den Nenner bilden, mit F, G, sowie mit jP', 
G' dieselben Reiben för irgend einen andern Werth von in, so stimmen, nach 
dem oben Bemerkten, die Reihen, in welche die BrOche 

JL EL 

G ' G' 

bei hinlänglich kleinen Werthen von iii, t/j, . . ., n^ entwickelt werden kOnnen, 
vollständig Oberein, und es besteht daher die Gleichung 

JL — EL 
G ~ & 

jedenfalls fflr alle Werthe von ti|, u^^ ..., ti^, deren absoluten Betrfige kleiner 
als gewisse Gröfsen sind, und somit, nach dem so eben Bewiesenen, Oberhaupt 
fOr diejenigen Werthe dieser Veränderlichen, bei denen die Reihen jP, G, 
F'y G* alle vier convergiren — wodurch die Richtigkeit des Behaupteten 
dargethan ist. 

In ahnlicher Weise lafst sich ferner zeigen, dafs man nach Bestimmung 
von iFi,j72, ..., x^ auch'filr die Wurzelgröfsen |/iR(a"i), }fR(x2)^ ..., 
^R{x^) vermittelst der Formel (6.) stats dieselben Werthe erhalte, welche 
Zahl fi man auch bei Bildung der Functionen M, N anwenden möge. Es 
ist aber bemerkenswerth , dafs n>an aus der Function q)(x) eine andere vom 
((>~-1)ten Grade und mit Coefficienten von demselben analytischen Charakter 
wie die von (p(x) selbst ableiten kann, welche jene Wurzelgröfsen liefert, 
wenn man a:= a?!, a:*2, ..., ic^ setzt. 



Es werde ^f = <pX^) gesetzt^ und nachdem man die Gleichung 



dx 

P(jre) dx. 



40^ 
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mit 

<p(a%) 



(x^-a>)P(£i») 
maltiplicirt, aof beiden Seiten in Beziehung auf h summirt. Dies giebt 

Nun ist aber 

y('g) _ ^ y(g>) 

(jra-x)P(x) I (jr._ci|)(a:— i,»)P(a») ' 

und daher, wenn man x^=Xf setzt, 

^ ?(«0 ^ 0, wofern c^a 



I (Xe— IH)(j:« — Clb)P'(öb) 



und 2 y<^>) = _2!(£5). 

^ (j:a-fl*)(ara-«b)P(a^) P(^«) 

Hiernach redncirt sich die rechte Seite der vorhergehenden Differential-Glei- 
chung auf 

und man erhAlt 



Hieraus folgt 



> (Xa—a%)P(a%) 
#,^NÖJPt _ 2q>{a%)VR{sa) 



Aber 

und daher fflr xs=:x^ 



P(x) ~ 'Tf (x-o,)P(o»)' 






» (X,— <l»)i»(<l») 

Folglich 

Nun ist, nach dem Vorhergehenden, 9>(a7) eine eindeutige Function von x 
und tii, fi2, ..., n^, und man hat, weil (p{x^)=zO ist, 
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Somit giebt die vorhergehende Gleichung, wenn man 

setzt, wo dann ^p{x) eine ganze Function ((>— l)ten Grades von x ist, deren 
Coefficienten gleich denen von ip{x) eindeutige Functionen der Grörsen ti|^ 
IIa, . . ., u^ sind, 

(80 iR{x,) = -rp{x,) (a=l,2,...,p). 
Da nun die Werthe der Coefßcienten von ip{x)^ die aus den Functionen 
9>(tii, .«Ol) •••? 9^('^u--0^ zusammengesetzt werden, von fi unabhängig sind, 
so gilt dasselbe auch hinsichtlich der Coefficienten von (p{x). Und so ist er- 
wiesen, dafs die Werthe der Gröfsen 

•«^M ^29. -.i ^^9 yÄ(^i)9 y-ß(a?2)^ ..., |/Ä(x^), 

wenn man dieselben vermittelst der im Vorhergehenden entwickelten Formeln 
berechnet, nur von tii, u^^ ..., ti^, in keinerlei Weise aber von der dabei 
gebrauchten Zahl ^ abhangen. 

Die Functionen 9)(ti,, ...)m ^(«'i^-Oa^ «• s* w., auf welche, der vor- 
stehenden Darstellung nach, das Abel'sc\ie Theorem fast mit Noth wendigkeit 
fahrt, können durch die Formeln. (2.) für alle Werthe von fi^, u^^ ..., ti^ 
als vollständig definirt betrachtet werden, indem man, wie auch die letztern 
angenommen werden mögen, stäts fi so grofs wählen kann, dafs die in den 
AusdrOcken jener Functionen vorkommenden unendlichen Reihen convergiren. 
Fflr (> = 1 gehen sie, wenn 

y{aj~at)Au.Ui = u 
gesetzt wird, in die elliptischen 

sinamti cosamti ^amfi 
aber. Aus diesem Grunde mögen sie vorzugsweise yyhyperelliptische oder 
AbeFsche Functionen der Argumente tii, ti^, •••) u^'' genannt werden. 
Ferner sollen, der letztern Benennung entsprechend, fär dieselben von nun an 
die Bezeichnungen 

al(ti,, fi2,...,ttp), al(t/i,ti2,...,ti^)2 . . • al(tti,tt2^--.,w^)2o+i^ 
oder auch kürzer 

al(tii,..Oi al(tii,...), . . . al(ii|,...)2^+i 
gebraucht werden. *) 



*) Die Form, welche ich in der vorliegenden Abhandlung den Abel'schen Functio- 
nen gegeben habe, stimmt nicht ganz mit derjenigen uberein, in welcher sie der frühern, 
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Durch die bisherigen Entwicklungen ist jetzt das in der Einleifong aas- 
gesprochene, die Form des Abhängigkeitsverhältnisses, welches zwischen den 
Gröfsen .Tj, x^^ ..., x^ und u^. t/.^, ..., u^ durch die daselbst aufgestellten 
Differential-Gleichungen begründet ist, betreffende Theorem strenge 'erwiesen. 
Dasselbe möge, in noch bestimmterer Weise gefafst, hier wiederholt und mit 
einer Qbersichtlichen Znsammenstellung der wichtigsten Formeln verbunden 
werden. 

Eis sei 



dPix) 



(I.) lP{x) = [x-aO{x-a,^...{x-a;^, ^i!^ = P'ix), 

SO lassen sich die Gröfsen x^, x^y ..., «r^, Vielehe die Difflerenfial-Glei" 
chtmgen 

du — y\ ^(^'«^ ^>^'a 






a 



(11.) 7 ^ Xa — a^ VJiUa) 

befriedigen^ und zugleich die Werlhe «i, a,, •.., a^ annehmen, wenn 
t/,, Wj, ..., tip sämwt lieh verschwinden, als die Wurzeln einer Glei-- 
chung Qten Grades befrachten, welcher man die Form 

geben kann. In dieser bedeuten 

al(w,,t/2,...,i/^), al(ti,,f/,,-..,t02 . . • öl(w,,Wo,...,.tip^ 



im 47slen Bande des Cre//c'*scben Journals abgedruckten , aufgestellt sind. Die letztere 
dürfte, an sich belraehtet, einige Vorzuge haben; ich habe sie aber geändert, um den 
nicht unwesentlichen Vorlheil zu erreichen, dafs jede Abet sc\ie Function für (> = i gerade- 
zu in eine der elliptischen von der gebräuchlichen Form übergehe — was bei den dor- 
tigen al(w,,...)o? al(M, ,...),, U.S.W, nicht der Fall ist, indem diese vielmehr für (>=1 
mit den von Abel in dessen erster Abhandlung über die elliptischen Transcendenten 
gebrauchten Formen überein kommen — und auf diese Weise die Vergleichung jedes 
gefundenen Resultats mit einem aus der Theorie der elliplischen Functionen bekannten 
erleichlerl werde. 
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eindeutige h\nctionen der unbeschränkt veränderlichen Argumente u^, 
U2v**M ^Q^ u?elche für alle innerhalb irgend eines endlichen Bereichs 
liegenden Werthe dieser Gröfsen in der Form 

(ivo 

l + (u„W2,...,ii^)J^+...+(ii,,ii,,...w^)^jJ+... 

ii;o i/tirrA (fi|, t#2, ...^ ti^)^^ #^*n^ homogene ganze Function taten Grades 
bezeichnet wird, dargestellt werden können. 

Setzt man ferner 

wo denn 

(VI.) 9,(x) = P(ar)— ^tl|S.^aP(«., «,,..., «,).j 
und 

(VIII.) Xi^>=v;(ar), 
od^^ m^fom man 
(,X.) 8al(u., ««..... .!>). ^ ,., _^_ 8.1 (u.. «,..... ue). ,^ ä,^«,, „^, „.^^^^ 

bezeichnet, 

(X.) v'(^) = ^j^^^--^^^«Uw^ 

aro ytV^/ c?f> Formel 

(XL) yÄ(:rJ = -V^(x.) 

nacA Bestimmung von x^^ x^^ ..., ar, diejenigen Werthe der Wurzel^ 
gröfs0n j/jR^^x)« -^R^x^)^ ..., ^R{x^)^ welche diesen in den obigen Dif-- 
ferential^Gleichuhgen (II.) beigelegt werden müssen. Weiter hat man 
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J( V(oe+*) \ __ -/| («g+«— J,)(ag+«— -^t) •- ("?+«— -gf) ! 
= aI(tt,,li,,...,v)+„ 

rxii "» / 

I y V P(02f +1 )-' r ' {thf+l — Ol) («Ij+i — Ol) . . . (Ojj+l — ttf) i 

ti-o 8l(Wi,...)^+i, ..., al(ttji, ...)i^+i Functionen derselben Art wie al(tii, 
11. s. w. «tit</, die sich in der Form 

al(tti,ttj,...,ttp)j+, 



.). 



(XIII.) 



al(tti, «»,..., tt^V, 
= *+(«!» ih,...,u^)f<>+'^+ •••+('«1,««., •.-, «e)^r'^+- 
l+('.«i,«,.-,«,r+-+(«x."2.".«eC+- 
darsieiten lassen, wo der Nenner derselbe ist wie in den Ausdrücken 
(IV.). Diesen Formeln füge ich noch die folgenden hinsu. 

Bezeichnet man mit a irgend eine der Zahlen 1, 2, ..., 2^-f 1, 
und setzt 

(XIV.) -0(«.) = /., i»(v.) = '*+.» ^(«2,+i) = V>' 



SO ist 

(XVI.) 



y(«a) = '««•'(«I,Ma,..-,«<,)o, 



V(0 = '«alv«i,tt2,...,«j)„al(«i,Mj,...,Mj)<„ 
so dafs man auch, wenn «i, «2, . . ., a^ q verschiedene Werthe von a 

sind, und 

(XVII.) (X-«,,)... (0?-«.^) = R,ix) 

gesetzt wird, 

(XVIII.) i l RU) """■*"* "'- 

bat. 
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Ferner ist, indem 

in Folge (X, XVI.) 

fYlY^ V^^^) ^ •it(jrt) 

rxXI al(ti,,i<,,...,tie)« g_ ^ •il(xt) 

al (m, , w, , . . . ti^). (jTt— ««)»'(-rt) " 

Nun ist oben bei Herleilang der Gleichung (8.) gefunden worden 

V du^ A-x. — SP y^^)-^— (x.-«»)i^(ai) ~ (x.~«i) P(a») ' 
woraus man schliefst, dafs fflr jeden Werth von x 

i-YYi -1 ,Ö2(£) y(a>)y(j;)— y(g|)V/(x) 

ist, indem die beiden einander gleichgesetzten Ausdrficlce ganze Functionen 
((»— l)ten Grades von x sind, welche fOr ß Werlhe dieser Gröfse, x^^ o?,, 
..., x^^ der vorstehenden Formel geroäfs übereinstimmen, also identisch sein 
mflssen« Ans dieser Gleichung folgte wenn man die durch (XUL) gegebenen 
Ausdrücke von y^[a^ und ypix) subsliluirt 

^ ^ * ÖMi P(a%) , \(x^—x)(x^—a%)^[x^\ 

Ferner, wenn man x = a^ setzt, 

fXXIin ^**K»^<»>"M^f)a ^_. — g(g>) alKi>>.)a«i(M,i-»«)> — al(ti„,..)i«IK>— )« 
^ '^ al(w„...)«c*f#i P(a^) * Oa— Ol ' 

vorausgesetzt, dafs a von 6 verschieden sei ; oder wenn man, unter der An- 
nahme, dafs ß^(t, 

(XXIV.) alK,..oralK,.>j^^-alK,..0^'"al(^^ ^^^^^ ^,^^^^ ^^^ ^^^^ ^^^^ 

bezeichnet, wo denn, zufolge (XX.) 

CÄÄYJ al(ii|,lia,. ..,«,)./» — --^1 (x;-ii„)(x.-a^)7>'(x.) > 
ist, und man 

(XXVI.) al(iii,ii2,.,.,w^)«^ = »Ivt'ntta^-.-V/»« 
bat: 

CreUe*i Joanial f. d.M. Bd. LIL Heft 4. 41 
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(XXVII.) ^''^;;;-^'' = -;^al(ii.,...).al(«„...).», 

aus welcher Gleichang, wenn man a = a setzt und aaf beiden Seiten mit 

-^pl^al (»!,...)< moltiplicirt, noch 

5(^'l-C«»-).) 8(^.P(«.,...).) 
(XXVIII.) dm = du 

folgt. 

Die in dem Vorstehenden eingeführten Functionen 

al(iii,...)a^ äl(tii,..0„, al(«'n •.-)«/» 
können (nach den Formeln XVI, XX , XXIV) sämmtlicb algebraisch durch 
Xi^ ^2, ..., x^ ausgedrfickt werden; es mflssen daher unter ihnen so viele 
algebraische Relationen bestehen, als Functionen vorhanden sind, weniger (f. 
Diese sollen in dem folgenden §. entwickelt und zusammengestellt werden. 

§. 5. 

Algebraische Relationen unter den AbeFschen Functionen und deren ersten 

Dilferentiil- Coefficienten. 

Es werde der Kflrze wegen 

al(iix, . ..)« =Pa ai(Wi5 •••)« =^« öU««ii •••)./» = /'./» 
gesetzt; dann gelten folgende Sätze. 

/. Durch je q von den Quadraten der Gröfsen p^ können die übrigen 
linear ausgedrückt werden. 

Aus der Formel (XVIIL) des vorbergebendeD $• folgt nfimlich, wenn 
man x=^aß setzt, und ß nicht unter den Zahlen cti, o,, ..., a^ begriffen 
ist, mit BerQcksicbtigung von (XVI.) 






«■■«I»«t» •••! "^ 



i/. Eben eo können durch je ff von den Gröfsen 

2 2 2 2 

Py^ Piy^ P^yi • • -9 P0q^i)r 

(wo pyy fortzulassen ist) die übrigen linear ausgedrückt werden, 
vermiUelst der Formeln 
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tu if€ittfii ffich da$ SummenzeicAen auf dieselben Werthe von a be- 
zieht wie in (L), and y sowohl als ß nicht unter diesen begriffen 
sein darf. 
In Folge der Gleichang 

V/(xJ = - iR^x^i (a == 1, 2, . . . , p) 

wird die Function R{x) — %f^{x) für x = Xi^ x^^ ••., x^ gleich Null 9 und 
ist daher durch (p{x) theilbar. Setzt man nun 

SO wird der Zflhler dieses Ausdrackes für j? &= n^ (infolge der Formel XVI. 
des vorhergehenden §.) gleich Null, und es ist somit tp^ix) eine ganze 
Function ((i— l)ten Grades. Dann hat man 

p\R{x)-{x^-a;fxlj\{x) 

und es ist also der Ausdruck aof der linken Seite dieser Gleichung ebenfalls 
durch (p{x) theilbar, wie auch durch x — a^^ so dafs man setzen kann 

und dann 9y(x) eine ganze Funoiion (>len Gradea bedeutet. Nimmt man nun 
x=ia^^ a^y vorausgesetzt, so ergiebt sich (zufolge Formel XVI. d. v. $.) 

indem 

ist. Ferner erhalt man fOr x = ay 

Bemerkt man nun noch, dafs der Coeffieient des höchsten Gliedes von ^^x) 

gleich Jo/'^ irt, und man daher 

41» 
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) 

hat, 80 ergeben sich die zu beweisenden Relationen, indem man j: = n^ und 
x=^aß setzt. 

111. Aehnüeke Relatkmen finden Statt unter den in der Reihe 

enthaltenen Produeten. 
Setzt man nAmlich in der Gleichung 

R,(x) ^ {x-aa)R\(aa) „ (x— ««)«',(««) 



— : JP> iaPaP^ 



x = aß^ so ergiebt sich 

wo hinsichtlich der Zahlen a^ ß, y dasselbe gilt wie bei der vorhergehenden Nr. 

IV. unter je sechs Functionen p^, pß, Py, Pßy, Py^, p^^ß, wo a, ß, y 
verschiedene Werthe haben müssen, findet die Relation 

{aß — ay)p^Pßy^(ay-a,)PßPy^'\-{a^-aß)pyp„ß = 0, 

oder 

_ lar—»ß)PaPfir—i^'-'^»)PfiP^ 
^""^ ~ {aa-aß)py 

Statt. 

Denn es ist (vermöge Formel XXIV. des v. §.) 

(am—afi)Pmfl _. EL — Es. 

PmPp Pß Pm 

{aß—aY)Pfiy __ PjL — EL 
PßPy Pr Pß 

(Oy 'fia)pya _. ES — EL 
r-//'« Pa Py ' 

aus welchen Gleicbujgen, wenn man sie durch Addition verbindet, die auf- 
gestellte Relation sofort folgt. 

V. Endlich ergehen sich noch folgende Gleichungen, in denen 

a' irgend eine der Zahlen (>-f 1, ^-{-2, ..., 2(^-f 1 
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bedeuten soll, 

''•' - f äs; - f Itw"''»'''V 

Mao hat n&mlich (Formel XXVII d. y. §.) 

Hierausfolgt, wenn man a=a' setzt, sofort die dritte der vorstehe. iden Gleichun- 
gen. Aus (VI.) aber folgt, wenn man x=^a^, nimmt und B statt a schreibt, 

^"^ j »^(aj) «.. — «n) 

nnd hieraus, wenn man nach tf« diSFerentiirt, 

woraus. sich die zweite Gleichung ergiebt, ans der dann weiter die erste folgt. 

VL Von den vorstehenden Relationen mögen nun die folgenden be- 
sonders hervorgehoben werden, in denen der Kärze wegen 

2p -f^ ^^^^ «u- p j-Ä durch a\ p+v> durch V 
bezeichnet ist. 

(1.) .P(«,,..o. = ,..-^|^.^i;i^} 

(2.) aP(«....). = l-5||g-^!^^! 

(3.) ii„aP(«.,...)^ = pfe^ + f ll^"''^"^»-^*-t 
(4.) K-«.') aP («,,... )^,, 



«,«( 
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rS"» fllrtt \ nUu \ ^i Q(aü) al(M,,...),»l(ti„...)«^ ) 

LO.j al(tt»,...).,al(«„...)^^ — fipfjsj ^;;:r^, ; 

(6.) «I («,,... ).,al(«i,...)rt 
__ (««„— gt)al(M,,... ),al(u,,. ..).,»— (o^, — g,)al(M,....)tal(M„...)^, 

(7.) »1(1/1,... )^8l(w,,.,.).^ 
__ (a«. — g>)al(u,,...),.al(M,,...)^t— (g»,— a,>)al(M^,..jtJtal(u,,...)fc,,. 

(8.) al(«,,...V«l(«iv. .).'»' 
__ (««, — Of) al («,....),/ al (m, , . : .)t.t/ — (o», — a,/) al («i, t. . .)v al (k, , . . .).^,,/ 

««' — dl' 

l^£^^ = («.,-«.)al(t»„,..)^aI(tt,,...)^. 

(b^a) 

Von diesen Gleichungen gehen Nr^ (If 9^ 3,^ 4, 5) aas (I, II, III) hervor, 
wenn man in diesen Ri(jc)=^P{x) setzt; Nr. (6, 7, 8) sind die Relationen 
(IV.) 9 wenn man / = au nimmt, und die unter Nr. (9.) finden sich unter 
(XXVII.) des y. %. und (V.). Sie stellen, wie man sofort übersieht, so viel 
Relationen unter den Functionen al(i»i,«.,Xr, &l(Vi9«-0a/f und den ersten 
Differentipl-Coefficienten von al(tii, ...)« dar, als nöthig sind, um alle diese 
Gröfsen algebraisch durch 

al(ifi,...)i al(i^i^-..)» • • • al(ii,,...)^ 

(an deren Stelle je (> andere der Functionen al(tii,...)a treten könnten) aus- 
zudrficken, ohne dafs in den betreffenden FormeTn die Argumente tii, Ha, ..., 
tf^ selbst vorkommen ; woraus unmittelbar welter folgt, dafs auch die höheren 
Differential -Coefficienten der ^A^rschen Functionen algebraisch durch Je q 
der letztern ausdrflckbar sein werden. 
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%. 6. 
Die Abet sc\ien Integral -Fonctioneo. 

Das Integral 

ri P(x,)dx, I F{x,)djf^ . , F(x,)dx, \ 
J\^R{x,) "T- ^R(a:^) t-t ^u(^^) ^ 

wo F{x) eine beliebige rationale Function von x bedeuten soll, geht, wenn 
man x^^ ar^, ..,, x^^ )/Ä(^iX ^^(^2% •••^ V^Ca?^) vermittelst der Formeln 
des §r4. durch iii, 112, ..., u^ aosdrQckt) in eine Function dieser Argumente 
über, welche man eine y^ Abel' sehe Integral --Fkmetion''' derselben nennen 
kann, und deren analytischer Charakter jetzt nAher untersucht werden soll. 

Man kann, wie weiter unten wird nachgewiesen werden, jede in der 
vorstehenden Formel enthaltene Function auf eine einzige zurQckfQhren, die mit 

ai (tii , 112 , . . . , 11^) oder kQrzer SM (Wj , . . .) 
bezeichnet werden soll, und durch die folgende Gleichung 

definirt wird, mit der ndhern Bestimmung, dafs Sl((fii, ...) den Werth Null 
erhalte, wenn ti|, ti,, ..., u^ sftmmtlich verschwinden. Die Constante a 
kann jeden beliebigen Werth haben, mit Ausnahme von i>|, Oj, ..., ^2^+1, 
und auch das Zeicheii der Wurzelgröfse |/ü(a) willkflhrlich bestimmt werden. 
Ist es nötbig, a in die Bezeichnung der erklärten Function mit aufzunehmen, 
so soll dieselbe 8l((tii9 ti2, .•.,ti^;<i) geschrieben werden. 

Nimmt maff zun&chst die Gröfsen tfi, «29 •••9 u^ so klein an, dafs 
nicht nur ;ri, ^Tj, . . ., <r^ in der Nähe von Ai, Oj, .. ., a^ sich befinden, 
und dieselben daher, so wie ^R{Xi)^ ^Ri^x^)^ ..., ^R{x^) durch die unend^^ 
liehen Reihen (4,5) des §.1. ausgedrückt werden können, sondern auch die 
Diflferenzen Xi — «i, ar, — 112, ..., x^ — a^ dem absoluten Betrage nach kleiner 
als beziehlich a — <ii, a — 1I2, ..., a — a^ sind; so erhält man, indem 

PM __ x^ — ag P(x^) 
jft — a X« — a Xg—ag 

und 

— (a,^a)P'{ag)r'^^\{a-a.)P'(a,)J *' P 
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isl: 

WO dorcb S3„^i eine homogene ganze Function (2m-\ ij\en Grades von «t, 
^2^ .«.^ s^ und durch Usmu eine eben solche von Ui^ U2^ .. .^ u^ beseichnel 
wird. Die Coefficienlen von 820,^.1. U^nt j werden rational aus a^ tfj, o,, • . «^ a^ 
und den Coefficienlen von Q(x) zusammengesetzt; nach fallenden Potenzen 
von a entwickelt, fangen 82.1+1^ tUi^.! mit Gliedern an, die mit iT^ mnlti- 
plicirt sind. 

Nun aber findet, wenn man jetzt wieder unter 

x' x" ... x^'^"^ 

^R(x:)l TfRix'!), ...! yRix^^>) 
M{x), M(x), (p(x) 
X,, ^Rix,) 

dieselben Gröfsen versteht wie in §.2, nach dem Jö^rschen Theoreme nicht 
blofs die dort anter (6.) aufgestellte Gleichung Statt, sondern auch die folgende 

(^^ ^»il^(«) P{s\) dx\ , •JI(g) P(xl) doli , I 

Werden daher- 

wo p irgend eine der Zahlen 1, 2, ..., 2^ bezeichnet, so klein angenommen, 
dafs die Reihen auf der rechten Seite der Gleichung (2.), wenn man darin 
diese Gröfsen an die Stelle i^on t#i, t/29 • • «^ ^^ setzt, convergiren, so hat man 

= «,(.;,..,+<rwK,...)+... + i...,(^S|^S^^^^) 

Jetzt setze man, wie io §. 4, 

«. — w. — — w. — 2^ ^ 
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und nehme fi so grofs an, dafs nicht nar die anendlichen Reihen, welche in 
den dortigen AasdrCicken von al(tii,../)i, n\(Ui^...\ a.8.w. und von M(^x,u^^...\ 

N(x,Ui^.. .) vorkommen, convergenl werden, sondern auch die fQr 91 (j^ ^ ' * ') '^ 
so verwandeln sich die Gröfsen 

der Gleichung (4.) in die durch die Gleichungen (III, XI) des genannten $. 
bestimmten; und es ergiebt sich durch Integration 

I 1 log^ ^^^^***'^ ^<n '>M u^)F{a) — N{aj m,, tt,, ..., Uf)VR(aW 
"T * ^V M(a, fi„ fi,, ..., H^)P(a)+DI(a, n,, ii„ . .., u^)^R{a)) 

Eine Constante ist nach der Integralion nicht hinzuzufflgen, indem die Function, 
deren Logarithmus in dieser Gleichung vorkommt, sich auf die Einheit reducirt, 
wenn tii, u^^ ..., u^ sdmmtlicb verschwinden, wie aus den unter (26, $.2.) 
gegebenen AusdrQcken von Si{x)^ N{x) zu ersehen ist. 
Setzt man 

^^•^ MKn„...)P(«)+A'(«,ti.,.-.)/Ä(a)-^ ^=l«(ii„tl„. ..,«,), 

so ist 

(7.) ai(ti,,W2i...,tV = ilogäl(tii,ti2,...,ti^), 

und es bezeichnet alsdann SU(iii, fi2, ...,ti^) eine eindeutige Function von tr,, 
t#2, ..., t/^, welche, wenn fär die absoluten Werlbe dieser Veränderlichen 
irgend welche Gränzen festgesetzt werden, die sie nicht übersteigen sollen, in 
der Form eines Bruches ausdrflckbar ist, dessen Zähler und Nenner nach gan- 
zen positiven Potenzen von ti], v^^ ..., u^ in convergirende Reihen sich 
entwickeln lassen. FOr hinlänglich kleine Werthe der Argumente hat man 

(8.) W(,.,«, »,) = ,'<».+».+ • •+«-«+••■>';«?, 

woraus sich leicht erweisen läfst, ganz in derselben Weise, wie dies in §. 4. 
für die Functionen 9)(tfi,...)a geschehen ist, dafs der Werth von ^((tfoti,,...,!/^), 
obwohl in dem Ausdrucke dieser Function, wie er durch die Formel (6.) ge- 
geben ist, die Zahl fi vorkommt, dennoch von derselben ganz unabhängig ist. 
Man hat daher folgenden Satz: 

Es giebt eine eindeutige Function %l(u^^U2^...^u^) der unbeschränkt 
veränderlichen Gröfsen Mi, ti,, ..., u^, welche der Differential-^Gleichung 

CreUe*t Jouroal f. d. M. Bd. LH. Heft 4. 42 
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in rf^r a?!, a?^, ..., x^, /ll(Xi), y^ÄC^r,), ..., v'ÄC^^) rf«^ rfwrrA die Glei-- 
chungen (III, XI) des §. 4. bestimmten Functionen von u,, ti^«, ...« tf^ 
sind, genügt und, wenn diese Veränderlichen sämmtlich verschwinden, 
den IVerth 1 annimmt. 

Wenn nun F{x) eine beliebige rationale Function von x ist, so kann 
man dieselbe stäts als ein Aggregat von Gliedern von der Form 

r— "i— und Bx'^-' 

darstellen, wo m eine ganze positive Zahl, und A, B, a Gonstanlen bedeuten. 
Mit Unterscheidung derjenigen Werthe von a, welche jR(a)==0 machen^ von 
denen, bei welchen dies nicht der Fall ist, kann man daher als den allge- 
meinsten Ausdruck von F{x) den Tolgenden annehmen 

(9.) Fix) = 2\-^\ + -2: j-A-} + • • • 
m«si...n, inaii...iN, 

wo //ii, m,, ..., n, Hl, n^, ... ganze positive Zahlen (Null ausgeschlossen) 

und ^m, J„, ..., B^^ B„^ ..., C^y a, a, ... Gonstanlen bedeuten, und 

angenommen wird, dars a, a, ... nicht zu den Gröfsen tf|, H}, ..., ^^e-»-'^ 
den Wurzeln der Gleichung R(x) = 0^ gehören. 

Nun ist 

r«0...(2e4-l) 

wenn man 

Mix) = ^Ä('>(ö)(x — fl)' 

»«0...2^+l 

setst. Da nun By^\a)=: R{a) ist, so Obersiebt man aus dieser Formel so- 
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forr, dafs sich, wenn R{a) nicht Null ist, indem man m=:l, 2, ..., m—\ 
setzt, 

(1 1 .) ?^^ auf die Form (-A- + G,{x))J^^ + rf /;»^'^^'^,?? 

wird bringen lassen, wo Gq eine Conslantei €?i(^) and G^(a:) aber ganze 
Functionen von x bedeuten, die erste vom (2()— l)ten und die zweite vom 
(m— 2)ten Grade, wobei man für m=l ^0=1, 6ri(a7)=0, C2(a:)=0 hat. 

Setzt man aber a==a„y so ist Ä(a) = 0, nicht aber {^—m)R^^\a)^ 
und es erhellt aus der Formel (10.)> wenn man jetzt m:=l, 2, . . ., m nimmt, 
dafs man 

^ '^'^ (x—aarVR(x) /«(x) » ' (JT — a^r 

erhalten mufs, wo Gi(x), G^{x) wieder ganze Functionen sind, die erste vom 
{2q — l)ten und die andere vom (m— l)ten Grade. Namentlich hat man 






•it(x) 
Ferner ist 

oder, vrenn man 

R{x) = -2*^,0?^^"^*-' 
r—o. ..2^+1 
setzt, 

(14.) rf(x-VÄ(a:)) = -2-((p + m-^)j,x'*+ Oy^' 

r«0...2e + ' 

und man hat daher 

WO gleichfalls ©i{a^), ^2(0?) ganze Functionen sind, die erste vom (2(^— 1)ten 
und die andere vom (m — l}ten Grade. 

Aus den Formeln (11, 12, 15) folgt nun sofort, dafs sich 



C,60 .^^'.ufdl.F«™(-^ + -^ + ...)^, 



Hrf 



42» 
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bringen l&rst, wo &(i, &U9 ••• Constanten, 

und £^(a:), ^(ar), Gu(x) ganze Functionen sind, von denen die erste von 
nicht höherem als dem (2(»— l)ten Grade, die zweite von einem niedrigem als 
R,,(x) H(x) ist, und die dritte sich auf Null reducirl, wenn n^2(f, während 
sie vom (n—2(f — l)ten Grade ist, sobald n^>2Q. 
Da man ferner 

dx _ Pix) dx P(x)—Pla) dx 

(x—a)VIt(x) "" P{a)'(x—a)VB(x) (jr— a)P(a)VÄU) 

hat, wo ^^)~ (^) eine ganze Function (p— t)ten Grades ist, und man, wenn 

f\x) eine Function (2(»— 1) Grades bedeutet, 

/•(ar) = A(*)P(x)+/i(x} 
setzen kann, wo fi{x)^ ft{x) beide vom (p— l)ten Grade sind, und 

Fix) djT 
ist; so erheilt, dafs man dem Differential ,' . auch die Form 

.... F(T)tlx Et VR(a) P(^) dx , tp VR(a) P(x) dx , 

geben kann, wo Fi, Fi^ ..., ^i, lf| Constanten bedeuten. 
Nun folgt aus der Gleichung (1.) 

wp [ ,/»/ V ^it(^n'")J -I ^^0 Coefficienten von «""• in derjenigen Entwicklung 

der eingeklammerten Gröfse, welche für sehr grofse VVerlhe von a gilt, be- 
zeichnet* Aus den Formeln (2,6) ersieht man, dafs dieser Coefficient ([indem 

./, ' — ;-n37V=^0 wird für ö==ao, und 
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man daher fflr alle Werthe von a, die ihrem absoiDien Beirage nach eine 
gewisse Gränze fibersteigen, 

2VB{a) *^^A»(a,fi,,.-.)P(«)+A'(a,t4.,...)/Ä(a)/ 

bat, so wie auch (nach (2.)} 

^«(§,...).-=2,„8(u(..^,...^). 

und die in Beziehung aaf a rationalen Functionen 

wenn man sie nach fallenden Potenzen von a entwickelt, beide mit einem 
Gliede anfangen, welches mit a"^^^ multiplicirt ist) eine rnndenüge ungerade 
Function von tfi, ti,, . • ., ti^ ist, welche für alle Werthe dieser Gröfeen^ 
die ihrem absoluten Betrage nach beliebig festgesetzte Grunzen nicht 
überschrien, als Quotient zweier^ nach ganzen positiven Potenzen der-- 
selben entwickelbare Reihen dargestellt werden- kann. 
Berücksichtigt man ferner, dafs 

2if(x.)yfR(x,0 = -Sf(x.)tp{x.), 
wenn f(x) eine beliebige rationale Function von x ist, rational durch die 
Coefficienlen von (p(x) und y^(x) dargestellt werden kann; so ergiebt sich, 
wenn man 

setzt, aus (17.) 

(20.) /-2r^jlgi = F,ai(ti,,ii,,...,v.i + *^^^^ 

WO $ eine rationale Function von al(tii,..OM ^^i^n-^'h "• ^« w- bedeutet. 
Man sieht also, dafs in *der That, wie oben bemerkt worden, eine jede Abel'sche 
Inlegral'-Function auf die mit SI(f/i, tia? . i w,) bezeichnete, zurückgefahrl 
werden kann. 
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Es ist in (§. 4.) bei Herleitung der dortigen Gleichung (8.) die Formel 



oder 






^•ÄU-,) t P'(at)'ix,—at)q>'{x,) 



Fix ) 
gefunden worden. Diese Gleichung werde mit -^^ auf beiden Seilen mul- 

tiplicirt, SQ findet sich, wenn man dann in Beziehung auf a summirt, 
^ j Pix,) rfjg __ _ ^ y(gO /'(.ra)rf»t 

Nun ist nber 

PM _ Pia) . „ P(x,) 



(x— o; «)P(*) (a— a) «ip (o) T^ (X, — o) (x — x«) ^Cx«) ' 

und daher für 1 = 0^ 

^ Pjxt) __ _ Pia) 

, (X«— a) (x,— o») 9'(xJ (c— a»)y(a) 

Mithin 

. P(x.) dx, ^Pimi yw </«> 

*x.— oVÄ(jr,) " y(a)>{o»)*ä— m' 
oder auch, wenn man jetet auf der rechten Seite a statt h schreibt, 
r9i -k vj J^ifiL '^'«•« ^ Pia) y(a.) rfwq 

l«i.J -^^x.-a'VRix,) ~ '^ q>ia) P'itt,)' a-a, 

_ \ P'(a,)' a—a, > 
4 ■yi Oia») al'(u.,...). { 
(i"(a,)* c— o, 1 

Hieraus folgt 

,23 V agt(«.. «.,...,««,) _ •ft(a) P(a») "^'V^ 



ÖM» «I— «»)'»(«) -1 x-} 0(a«) al'(u,,...), | 

\P'ia,)' a—a, I 

Ferner ersieht man aus der Gleichung (21.) ^ dofs die partiellen Differential- 
Cooffioienten von ^l('>(ti,,...), %('^'(ti(, ...) u. s. w. rationale und ganse Func- 
tionen von al<u,,..>),, al(«i,...;v, .... al(t/,, ...)^ sind. Namentlich hat man 
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so dafs man die Gleichung (III.) des §. 4, deren Wurzeln die Gröfsen jt,, 
x^^ . . ., x^ sind, auch folgendermafsen 

(24.) :^! ^T^"--^,v- ^i = i 

ausdrucken kann. Auf diese merkwürdige Form der in Rede stehenden Glei- 
chung werde ich später noch zurflckkommen. 



Zweites HaplteL 

Einige aiigemeine Betrachtungen über die Darstellung eindeutiger 

analytischer Functionen durch Reihen; Digression über die 

elliptischen Transcendenten. 

§. 7. 
Die im vorhergehenden Kapitel durchgeföhrlen Untersuchungen haben 
hauptsächlich den Zweck^ für die Functionen 

al(t/,, . . .), al(ti,, . . .)«/? ar(w,, . . .; II) aP>(u,, . . .), 

durch welche sich, wie gezeigt worden ist, alle AbePschen Transcendenten 
ausdrücken lassen, zu einer völlig bestimmten, auf beliebige Werthe von fi|, 
11,, ..., u^ anwendbare Erklärung zu fDhren, und die analytische Form 
derselben in so weil Testzustelien, als hierffir und zum Behufe der weitem 
Entwicklungen erforderlich ist. Die in §. 4. und §. 6. gegebenen Formeln 
genügen ffir diesen Zweck zwar vollständig, nicht aber, wenn verlangt wird, 
die genannten Gröfsen in einer ihrem wahren analytischen Charakter entspre- 
chenden, Fär alle Werthe der Argumente U], ti^, ..., u^ unverändert dieselbe 
bleibenden Form darzustellen. Diese bleibt vielmehr noch zu ermitteln. 

Der Umstand, daFs die unendlichen Reihen, weiche in den Formeln 
(IV, XIIIi §. 4) und (6, §. 6) vorkommen, Tflr um so gröFsere Werthe von 
ti|, 1I2, •••? ^^ convergent bleiben^ je gröfser man die Zahl /i annimmt, be- 
gründet die Vermuthungi es werde sich jede derselben, wenn /u=co gesetzt 
wird, in eine für alte Werthe der genannlen VerSnderlichen convergirende 
Reibe verwandeln, und sich auf diese Weise eine Darstellung der in Rede 
stehenden Functionen in der gesuchten Form ergeben. Es dürfte vielleichi 
möglich sein, durch eine genauere Untersuchung jener Reihen die Richtigkeit 
dieser Yermuthung strenge zu erweisen; ich gehe jedoch hierauf nicht ein. 
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Weil man, wenn es auch gelänge, dadurch noch nicht dahin kommen wGrde, 
fOr jede einzelne der beiden Funclionen, als deren Quotient alsdann irgend 
eine ^AW*sche Function sich darstellen liefse, eine analytische Definition su 
gewinnen. Es tritt uns hier vielmehr eine Aufgabe entgegen, welche, so viel 
ich weifs, noch nicht allgemein behandelt worden, und doch fflr die Theorie 
der Functionen von besonderer Wichtigkeit ist. 

Die einfachsten transcendenten Functionen sind solche, welche sich 
nach ganzen positiven Potenzen ihrer Argumente in beständig convergirende 
Reihen entwickeln lassen und somit im Wesentlichen den Charakter der gan-- 
zen rationalen Functionen besitzen. Nach ihnen kommen diejenigen, welche 
aus mehreren dieser Art in rationaler Weise zusammengesetzt und daher 
als Quotienten aus zweien dargestellt werden können. Man kann sie als 
transcendente Gröfsen vom Charakter der gebrochenen rationalen Functionen 
bezeichnen. 

Oftmals aber ist eine Function in der Art definirt — und so verhält 
es sich, der vorhergehenden Darstellung nach, mit den ^A^rschen — dafs 
zwar die Möglichkeit gegeben ist, sobald jedes ihrer Argumente auf einen 
endlichen, flbrigens beliebig grofs anzunehmenden Bereich beschränkt wird, 
dieselbe in der Gestall eines Bruches, dessen Zähler und Nenner nach ganzen 
positiven Potenzen der Argumente entwickelte Reihen sind, auszudrücken, wäh- 
rend eine etäls göltig bleibende Darstellungsform noch unbekannt ist. Ange- 
nommen nun, es sei eine derartige Function durch eine (algebraische) Diffe- 
rential-Gleichung definirt, (oder auch im Vereine mit andern durch mehrere 
solche), so kann man untersuchen, ob sie vielleicht zu den gebrochenen 
rationalen, in dem eben erklärten Sinne, gehöre. Hierför aber reichen die 
gewöhnlichen Entwicklungs- Methoden nicht aus. Es handelt sich dann darum, 
zu entscheiden, ob man, nachdem in die gegebene Differential-Gleichung statt 
der gesuchten Function ein Bruch, dessen Zähler und Nenner noch zu be- 
stimmende Gröfsen sind, eingefflhrt worden, dieselbe in zwei andere, aus 
denen sie wieder folgt, so zerfällt werden könne, dafs die genannten Gröfsen 
beide den Charakter einer ganzen Function erhalten. Dazu kann man in vielen 
Fällen mit Rolfe eines allgemeinen Satzes gelangen, der verdient, bei dieser 
Gelegenheit entwickelt zu werden. 

Wenn f{u) eine Function von u ist, welche durch eine nur ganze 
positive Potenzen dieser Veränderlichen enthaltende und beständig convergi- 
rende Reihe dargestellt werden kann, so wird der Differential -Quotient 
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wo A eine ganze positive Zahl bezeichnet, nur für solche Werihe von u an- 
endlich grofs, bei denen /"(ti) verschwindet. Es sei a einer dieser Werihe, 
so kann man setzen 

wo m eine ganze positive Zahl bedeutet und g nicht Null ist, und hat also 

'ogA« + *) = »»logÄ+log^+|s^Ä + -.., 

wo die nicht hingeschriebenen Glieder nur positive ganze Potenzen von k ent- 
halten; woraus folgt 

C — Q^ J "^ ''^ gj^ — h {Glieder mit nur positiven ganzen 

Potenzen von Ar}, 

welche Reihe convergirt, sobald der absolute Betrag von k kleiner ist als 
eine gewisse Gröfse, auf deren nähere Bestimmung es nicht ankommt. Die- 
selbe Darstellung gilt aber auch fOr jeden andern Werth von a; nur ist 
dann m = 0. 

Dieser Satz Ififst sich nun in folgender Weise umkehren. 

Theorem. 

Wenn eine eindeutige Function F{u) der unheechränkt veränder- 
lichen Gröfse u die Eigenschaft besitzt, dafs 

F(ii + *), 

wo a irgend einen besondern Werth von u, k aber eine Veränderliche 
bezeichnet, fUr hinlänglich kleine Werthe der letztern in eine convergi" 
rende Reihe von der Form 

WO m entweder Null oder eine ganze positive Zahl bedeuten soll^ ent- 
wickelbar istf so Idfst sich eine beständig convergirende Reihe 

in der (^ den zu az=0 gehörigen Werth von m bezeichnet, dergestalt be- 
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stimmen^ dafs 

dn^ — '^""^ 
ist. Und zwar er half man den allgetneinsten Ausdruck von f{u), indem 
man, unter der Voraussetzung, dafs für hintänglich kleine Werlhe von u 

nm0...oo 
gefunden sei, die Formel 



in der 609 C|, ..., Ci^i willkührliche Constanten bezeichnen, nach Po-- 
lenzen von u entwickelt, wenn auch die dabei gebrauchte Reihe 

^l(m + l)-..(m+A)i 
nicht für alle Werlhe von u convergirt. 

Beweis. 
Es seien Og^ Os, ..., a„ unter den Werthen von u, fOr welche F{u) 
nnendlicb grob wird, diejenigen, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner 
als eine beliebig angenommene Gröfse U sind, den Werth Null, wenn er 
auch zu denselben gehört, ausgeschlossen. Es ist leicht zu erweisen, dafs es 
nur eine endliche Anzahl solcher Werthe geben kann. Denn sonst mOfste 
sich in dem angegebenen Bereiche von u wenigstens ein Werth a finden, in 
dessen Nähe eine unbegränzte Menge derselben vorhanden wäre. Dann aber 
liefse sich F^a-^-k)^ wie klein auch Ar angenommen werde, nicht nach ganzen 
Potenzen dieser Gröfse in eine convergirende Reihe entwickeln, die, wie doch 
vorausgesetzt wird, nur eine endliche Zahl Glieder mit negativen Potenzen 
von k enthält. Bezeichnet man nun mit riii, iHj, . . ., m^ die zu ^i, ^2, ..., a^ 
gehörigen Werthe der Zahl m in den Entwicklungen von 

F(a, + k), F(a2 + Ä), . . ., F{ü, + k), 
und setzt 

so hat man nach dem oben Bemerkten 

( — ^i } _ = •'» —gir^ + {G'^^^^f "^'* ganzen positiven Potenzen von Ar}, 
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wo m=^Uj iWi, fWj, ..., nta ist fflr iie=0, «i, Oj, ..,, ä^, and Nnll für 
jeden andern Werth von a. Setzt man daher 

^W g;;73 — = ^iW^ 

so ist /^i(a-f Ar) bei jedem Werlhe von a, dessen absoluter Betrag kleiner 
als U ist, in eine nur ganze positive Potenzen von k enthaltende Reihe ent- 
wickelbar. Daraus folgt, dafs t\(u)^ so lange der absolute Betrag von u 
unterhalb der genannten Grfinze bleibt, stäts einen endlichen Werth hat und 

sich continuirlich mit u ändert. Dasselbe gilt von ^' ^^^ (so wie von den 

höhern Differential-Coefficienten dieser Function). Nach einem Cauc/iyschen 
Satze läfst sich daher f\(u) für alle jene Werthe von u durch eine conver- 

girende Reihe 

SG.u" 

mssO.. x; 

darstellen. Wird daher 






gesetzt, so ist fi{u) in eine, jedenfalls fOr dieselben Werthe von u conver- 
girende Reihe von der Form 

fiiti) = u^+8f^^-^^ 

entwickelbar, *) und man hat 

Wo^ = ^^!^+ F.(») = F(«) 

Nun kann man aber, wenn u dem absolnlen Betrage nach kleiner als jede 
der Gröfsen ^i, o,? •••? ^a ist, F{u) durch eine convergirende Reihe 

ansdrOcken, wo jlv Null oder eine ganze positive Zahl ist. Nimmt man daher 
fflr f{u) die aus der Entwicklung des Ausdrucks 

hervorgehende Reihe, so convergirt dieselbe sicher bei den eben genannten 



*) S. die Satze des $.7. der Abbandlang Aber die FacuUMen 

43» 
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Wertben von u, und man hat fflr dieselben 

^^^ = *•(«)- 

und mithin auch 

W ~ öl? ' 

woraus durch lulegralion 

folgt, wo Co, C{, ,.,, Cj[_i gleich Co, Ol, ..., Cx^i Constanlen sind, und 
ans den för f{u) und fi{u) aufgestellten Ausdrücken sofort erhellt, dafs 
man, wenn 

ist, 

hat. Der Exponential- Factor in dem vorstehenden Ausdrucke von f{u) Ififst 
sich aber nach Potenzen von u in eine bestfindig convergirende Reihe ent- 
wickeln; folglich mufs auch das Product aus derselben und der Reihe ffir 
/i^ti), das heifst die mit f{u) bezeichnete Reihe convergiren, sobald der ab* 
solute Werth von n kleiner als ü ist. Aber V kann beliebig grofs ange- 
nommen werden, während die Coefficienten von f{u) stfils dieselben bleiben, 
welchen Werth auch U haben möge. Mithin mufs die Reihe fflr f{u) eine 
beständig convergirende sein, wenn auch die bei der Bildung ihrer Coefficienten 
gebrauchte 

l(m+l)...(m+Ä)» 
es nicht ist. 

Zugleich sieht man aus der vorhergehenden Darstellung, dafs die aufge- 
stellte Formel den nilgemeinsten Ausdruck der Function f{u) liefert. Denn 
gesetzt, es sei fi){u) irgend eine andere, welche auch der Differential-Gleichung 

dl? ~ ^^ 
genOgt, so mufs, wie gezeigt, 

/;;(•) = nu)exi^^ 

sein, wo xi^) ein© S^ze Function (i— l)ten Grades bedeutet, wonach f,,{u) 
in dem fflr f(u) gegebenen Ausdrucke mit einbegriffen ist. 
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Aomerkung. Hfitte die Function F(ti) nicht ffir a//« Werthe von u, 
sondern nur fQr alle dem absoluten Betrage nach unterhalb einer gewissen 
Gränze liegenden, die angegebenen Eigenschaften; so folgt aus dem vorste- 
henden Beweise, dafs die auf die angezeigte Weise gebildete Reibe f{ü) je- 
denfalls für die bezeichneten Werthe von u convergent sein und der Diffe- 
rential-Gleichung --P^z^Fiu) genOgen wflrde« 

Der bewiesene Satz kann nun, wenn zwischen zwei veränderlichen 
Gröfsen x und u eine algebraische Differential -Gleichung besteht, dazu ge- 
braucht werden, um zu entscheiden, ob sich wirklich x afs eine Function von 
II ^ die den Charakter einer ganzen oder gebrochenen rationalen hat, be- 
trachten lasse, und um, wenn das Letztere der Fall ist, zur Bestimmung des 
Zählers und des Nenners zwei Differential -Gleichungen zu ermitteln. Denn 
immer wird sich aus der gegebenen Differential- Gleichung fflr irgend einen 
Men Differential * Coefficienten von logx ein Ausdruck von der Form 

f^ r 

herleiten lassen, wo F eine rationale Function von x, -^ u. s. w. bezeich- 
nen soll, deren Coefficienten Constanlen oder eindeutige analytische Functionen 
von u sind. Wenn nun x in der Gestalt 

wo unter /l(ti), f^W zwei nach ganzen positiven Potenzen von u in be* 
ständig convergirende Reiben entwickelbare Functionen zu verstehen sind, 
darstellbar sein soll, so mufs, indem dann 

du^ öl? "öf? 

ist, F sich auf die Form F1 — F2 in der Art bringen lassen, dafs l<\, F2 
Functionen von der in dem aufgestellten Salze beschriebenen Art sind. Ge* 
lingt es nun, F in dieser Weise umzuformen, wo denn im Allgemeinen 

Fi^ F^ Functionen von u, x, -5—, •••, snpr sein werden, und der Nach- 
weis, dafs sie die in Rede stehende Beschaffenheit haben, mit Hflife dessen, 
was hinsichtlich des zwischen x und u bestehenden Abhängigkeits- Verhält- 
nisses aus der gegebenen DifferentiaUGIeichung folgt, oder sonst bekannt ist, 
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geliefert werden mufs; so kann man 

setzen, und dann, indem man für x diejenige Entwicklung nach Potenzen von 
u sucht, welche fär hinlänglich kleine Werthe von u gilt, und hierauf die 
entsprechenden Entwicklungen von F^^ F2 ausführt, die Reihen für /Kü), 
/aC«) in der beschriebenen Weise bilden — oder man kann auch, in Fi^ Fz 

jY^ statt X einfahrend, aus den so sich ergebenden Gleichungen die Coeffi- 

cienten der gesuchten Reihen, deren Form und beständige Convergenz ja be-* 
reits vor ihrer Entwicklung feststeht, nach irgend einer passenden Methode ab- 
leiten; worauf man bei gehöriger Constanten-Bestimmung x=^Yt\ ^^^^^ ^'^^* 

Wenn man im Stande ist, von der Gröfse x vor ihrer Entwicklung 
nachzuweisen, dafs sie eine eindeutige Function von u ist, welche sich für 
alle in der Nähe eines beliebigen besondern Werthes a liegenden Werthe 
dieses Arguments durch eine convergirende Reihe von der Form 

wo fi eine ganze (positive oder negative) Zahl bedeutet, ausdrücken läfst ; 
genügt es, jPals die Differenz zweier andern ähnlich gebildeten Ausdrücke jPi, JP^ 
darzustellen, von denen sich zeigen läfst, dafs der erste nur für solche Werthe 
von X unendlich grofs werde, bei denen x = 0^ der andere nur für diejenige.!, 
bei denen 07 = 00 wird — und man kann überzeugt sein, dafif die aus den 
Gleichungen 

~di? — — ^' —aifl — = *' 

auf die beschriebene Weise für fi{u)^ f^i^) sich ergebenden Reihen be- 
ständig convergent sein werden. 

Denn bei der angenommenen Beschaffenheit von x hat man für jeden 
Werth von a 

/ö^]og£\ __ + rn ^^'^f * + {Glieder mit nur ganzen 

V du K:=ui^k " dk^ positiven Potenzen von k} 

= F,{a^k)-F,{a-\-k), 

wo m eine ganze positive Zahl ist, wenn für u = a x = oder =oc wird, 
und das obere Zeichen im ersten, das untere im andern Falle gilt, während 
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man m = für jeden andern Werlh von a hat Ferner geben F^ ii^^ wenn 
man in denselben ti=:a-f A: setzt und nach Potenzen von Ar entwickelt, 
Reiben mit nur ganzen Potenzen von k, wobei jedoch, da Fi und F^ für 
keinen Werth von u beide unendlich grofs werden, niemals in beiden zugleich 
negative Potenzen von k vorkommen können. Daher folgt aus der vorste- 
henden Gleichung, wenn Fi(a) = oc ist, (indem man mit (Ar) eine Reihe von 
der Form Ä^-f ^iA: + Ä2A:^+ •" andeutet) 

/.-\(«+Ä) = m-^^ + (Ä), F,(« + Ä) = (Ä); 

und wenn F2{ä)^=oo^ 

F,ia-\- k) = wi^ 4- (Ä), F.(Ä) = (Ar), 

wihrend man för jeden andern Werth von a 

F,(a + Ä) = (Ar), F,(a + A) = (A:) 

hat. Es besitzen also Fi(ii), F2{u) die bei dem entwickelten Satze für die 
Function J^(ti) vorausgesetzte Beschaffenheit. 

Wenn sich nur nachweisen liefse, dafs man x TOr alle Werthe von u, 
die dem absoluten Betrage nach unterhalb einer gewissen Gränze liegen, als 
eine Functipn dieser Veränderlichen von der angegebenen Beschaffenheit anzu- 
sehen habe; so würde man, in der beschriebenen Weise verfahrend, zu einer 
jedenfalls fflr alle jene Werthe von u geltenden Darstellung von x gelangen. 

Sind fflr mehrere Functionen x^^ x^^ ... von u eben so viele alge- 
braische Differential-Gleichungen gegeben, so kann man bei deren Entwicklung 
in ganz ähnlicher Weise verfahren. Auch ist es möglich, in dem- Falle, wo 
es sich um Functionen von mehr als einem Argumente handelt, die Unter- 
suchung auf den hier betrachteten zurückzufahren, wie dies an dem Beispiel der 
Abel'sc\ieii Functionen wird gezeigt werden. Ich halte es jedoch für zweck- 
mäfsig, zuvor die Fruchtbarkeit des im Vorhergehenden entwickelten Princips 
fflr die Darstellung der eindeutigen Functionen in seiner Anwendung auf die 
elliptischen Transcendenten klar zu machen. 

§.8. 
Zur Theorie der elliptischen Functionen. 

Die in ($.1 — 4.) behandelten Differential- Gleichungen reduciren sich 
für () = 1 auf eine einzige, und zwar, wenn man in diesem Falle u, x statt 
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fii, ci'i schreibt, und 



1 



nitDiDt, so dafs man 
(1.) R(x) = ^^^ 
hat, aaf die folgende 



(2.) du ^ i- '^ 



Nach den Schlufsformeln des §. 4. kann man, bei der Annahme, dafs xas^a^ 
werde fflr « = 0, die erstere Gröfse in der Form 

(3.) a? = «, + («a-«i)aP(ti)j 

ausdrflcken, wo al(«}i eine eindeutige Function des nnbesdirfiakt verfioder- 
lichen Arguments « bezeichnet, wobei dann 

(4.) v'Ä(x) = («, - «,) al {u\^^ 

zu nehmen ist, und man ferner 

1«, — a? = (o, — «0 aP(«)»» «, — a? = (a, — aO al'C«),, 
al»(«), = l-aP(ii)., •P(«),= l--^^aP(««)i 

hat, wo al(ti)2, al(ti)3 Functionen derselben Art wie al(ii)i sind. Fflr htn- 
Iflnglicb kleine Wertbe von ti haben al(ii)i, al(ti)2, al(tf)3 die Form 

(6.) Jal(ii), = 14-^,ti^+^,ii*^...4.y^ti^ + ... 

wo die CoefBcienten der nnendlichen Reihen rational aus Oi, 02, a^ (welche 
Groben beliebige complexe Wertbe haben icönnen) znsammengeselst werden. 
Und wenn man fflr den absoluten Betrag von u irgend eine beliebig ansu- 
nehmende Grflnse, die er nicht aberschreiten soll, festsetzt ^ so kann man 
al(ii)i9 al (11)2, al(ii)3 in der Form 
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ausdrücken, wo die nnendlichen Reihen 

deren Coefficienten gleichfalls rational aus ai^ 02, ih zusammengesetzt werden, 
fflr alle Werthe von tf innerhalb des auf die angegebene Weise begränzten 
Bereiches convergiren. 

Dieses vorausgesetzt werde die Gleichung (2.) auf die Form 



gebracht, so folgt 



(9.) ^ = 2Ä'(^)' 

(x—a,)inx—dxdx _ Bfjx) 2R(x) 
2^X—a^)*du^ *— «, (*—«,)• 



Aber 



(10.) 

Ä = ^+Ä"(«o+iir"(a.)(x-i,0 

und daher, indem R'Xai) = ist, 

fll") . «flogCx— g.) __ x—a, Jr(Ot) 

Nimmt man a^, «b statt Oi, so erhält man ebenso 

fl2') , <<*log(j— q») _. X— o, JP(o,) _ jr— o, BfiOt) Ot—a, 
*••''* rftt» ««—«1 «•— o, o,— «I Jr— o, «, — «, 

^ '■' ' du* «, — o, *— (^ o, — o, X — «, 

Pflhrt man nun in diese Gleichangen al(«i)i, al(ii)2, al(«), ein, und setzt 
C14.) -2iIlfL = ik», «sIIft = i_Äa, 






SO finden sich, indem 
ist, die folgenden 
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(16.) iü;i-<2k = »..,.(.)._J^_*.=. _i|V^_(_*..,.(„0 



CO wird nar für solche Wertbe von u, die aP(ti)i= mactien, 



Indem nun 

i 
ai«(M), 
und 
— ^^8^(11)1 = 00 - - . - - . II, dieaP(tiX = oc - , 

so kann man, nach dem im vorhergehenden §. bewiesenen Lehrsalze, zwei 
Functionen Al(ii), AI(tiX, die sich nach ganzen positiven Potenzen von u 
in beständig convergirende Reihen entwickeln lassen, bestimmen, welche 
die Gleichungen 

(18.) Ä^=_Ä>.P(«). 

befriedigen. Ebenso giebt es, weil 

— *»al* («)» = ** (al'(tt),—l) = 00 wird nur für solche Werlhe von u, 

ffir die aP(«)2 = <x> ist, 

!57-r Ar* = 00 wird nur für solche Werthe von «, 

fOr die aP(tt)2 = ist, 
und 

— A^aPCtt^^aPc«)] — l = ix) wird nur ffir solche Werthe von u, 

fflr die aP(af), = ao ist, 

\ %* 

... V 1 = oc wird nur für soldie Werthe von u, 

für die aP(ti), = ist, 

noch zwei Functionen AI (11)2, AI (11), von derselben Art wie Al(tf), Al(«)i, 
welche den Gleichungen 

ran -4 <^»ogAi(«), ._ i-*' i^_ ■'*(««). 

fki-i rf*logAI(i«), _ <-*' . _ **«!«(«), 
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genflgen. Um dieselben darzustellen hat man die Functionen anf der rechten 
Seite dieser 4 Differential -Gleichnngen nach Potenzen von u in Reihen zn 
entwickeln^ die bei hinifinglich kleinen Werthen von u convergiren, wodurch 
man, nach den Formeln (6.), 

(22.) { .i^_/^^sP':^', izi*l_i = si^.V- 

|||aBO...(X 

erhalt; and kann dann fflr Al(ii), Al(«}i, AlC«),, AI (11)3 die aas der Ent- 
wicklung der AosdrOcke 






[^*i(2«+l)(2m + 2)l^ /((2m+l)(2in+2)} 

hervorgehenden Reihen nehmen. Dann ist 



(24.) 



<f«logal(M), _ <riogAl(M). </*logAl(M) 

du* ~ du* dt? 

rf*logal(M). _ iPlogAlCtt), <f*logAl(u) 

du* ~ du* du* 

rf*logal(w), _ rf*!ogAl(u), rf*logAl(f«) 



du* du* du 



t 9 



aas welchen Gleichangen man, mit BeriScksichtigang des Umstandes, dafs in 

den Entwicklungen von 

AlK AI (II), Al(«), 

A1(m)' Al(tt) ' Ai(«) 

nach Potenzen von u die Coefficienten von ti" and «^ dieselben sein mflssen 
wie in den Reihen (6) fflr al(«)i, alC«),, al(tt),, 

(«50 ..(«).=^ •'(«). = ^ •'(-).= ^ 

erhfilt. Man sieht also, di^s man für al(fi)i, al(ti)2, al(ii)3, sobald nur 
fesMeht, dafs sie eindeutige analytische Functionen von u, in dem oben 
angegebenen Sinne, sind, unmittelbar aus den Differential -^Gleichungen, 
durch welche sie definirt werden, zu Darstellungen gelangen kann, die 
für alle Werthe von u ihre Gültigkeit behalten. 

44* 
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Führt man die gefundenen Aasdrflcke von al(ii)i, al(ii)2, al(ti)s id die 
Gleichnngen (18 — 21) ein, so verwandeln sich dießelben in die folgenden: 

AK«) ^^- ^^•^^ + *'AP(«).=0 



(26.) 



</tt* du du 



du* 
wobei zu bemerken ist, dafs in Folge der Relationen (5.) 

(27.) Al^«), = AP(«)-AP(M)a, AP(«), = AP(ii)-Ar'Al'(«)a 

ist. BerOcksicbtigt man nun, dafs die Reihen fOr AI(ii) o. s. w. nach den 
Formeln (23.) die Gestalt 

!Al(ii) = l-fJj«*+.-.-f-J,ii*"-f-... 
Al(«). = ti + Ä,tt» 4- ... + «.«»•+'+. .. 
Ai(ii), = i4-c,iiH-4-c;.«'"+- 
AK«), = l-f-A«*+- +!?.«*•+... 

haben, so ist ersicbtiicb, dafs die Gleichungen (26.) zur Bestimmang der 
Coefficienten dieser Reiben hinreichen, and dafs dieselben ganze Fattctionen 
von Ar* mit rationalen Zahl - Coefficienten sind. 

Ans den Gleichnngen (1 — 5) folgt nocb> wenn man 



setzt, 
and 



(29.) al(ii), = y(l-r), al(tt), = |/(l-Ä»r) 
^ = al(«).al(«). 



(30.) 



^ = -al(«),al(«), 
i(!^ = -A*al(«)ial(ii), 



du 



Es sind also 



. dj 

al(«), al(«), al(tt). 
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die von Jaeobi mit 

sin am u cos am ti J smu, 

und von Gudermann mit 

SD ti CD ti dn ti 

bezeiclineten elliptischen {Functionen. Nach der vorstehenden Darstellung ist 
man im Stande, nicht nur gleich im Eingange der Theorie von denselben 
eine allgemeine, gleichmäfsig auf alle reellen und imaginären Werthe des 
Arguments wie des Moduls sich erstreckende Definition zu geben, sondern 
sie auch sofort wirklich zu entwickeln^ und zwar in einer stäts gflitig blei- 
benden und den wahren aualytischen Charakter dieser Gröfsen klar hervor- 
treten lassenden Form. Dadurch ist aber fOr die weitere Theorie derselben 
eine sichere Grundlage gewonnen, und namentlich die Schwierigkeit beseitigt, 
welche bei dem gewöhnlichen Verfahren, wenn man sinamti vermittelst der 
Gleichung 

/tin am u ^t 

definirt, aus der Vieldeutigkeit eines Integrals von dieser Form entspringt. 
Nachdem nfimlich sinamti als eine eindeutige Function von u erkannt ist, hält 
es nicht schwer, den richtigen Sinn, in welchem die vorstehende Gleichung 
aufzufassen ist, festzustellen. Hierauf gehe ich aber hier nicht näher ein, in- 
dem dieser Gegenstand weiter unten fflr die AbeFschen Functionen Oberhaupt 
zur Sprache kommen mufs. Dagegen möge schon jetzt erwähnt werden, dafs 
von den Functionen Al(ti) u. s. w. aus ein directer Weg zu Aen Jaeobi'schen 
Functionen fflbrt, sowie Oberhaupt zu allen Darstellungen der elliptischen 
Transcendenten, die auf deren periodischem Verhalten beruhen. 

Bei den Entwicklungen dieses §. habe ich, mit ROcksicht darauf, dafs 
sie vorbereitend fflr die folgenden sein sollen, die fOr die Abel'schen Functionen 
Oberhaupt gewonnenen und aus dem AbeFschen Theoreme hervorgehenden Er- 
gebnisse der bisherigen Untersuchungen vorausgesetzt. Es beruht aber die 
Anwendbarkeit des im vorhergehenden §. begrOndeten Entwicklungs-Verfah- 
rens auf die DilFerential- Gleichung 

wesentlich nur darauf, dafs vorher Zweierlei festgestellt sein mufs. Zunächst 
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ist zu zeigen, dafs sich fflr hinlänglich kleine Werthe von u 

y(^)' /(^)' /(^) 

in Reihen von der unter (6.) aufgestellten Gestalt entwickeln lassen, und dann 
mufs die Möglichkeit nachgewiesen werden, Ausdrücke von der Form 

p q r 

in denen p, q, r, s ahnlich gestaltete, für alle Werthe von u, die ihrem ab- 
soluten Betrage nach eine wilikflhrlich angenommene Gränze nicht übersteigen, 
convergirende Reihen sein sollen, in der Art zu bestimmen, dafs sie nach 
Potenzen von u entwickelt in jene drei Reihen übergehen. Denn dies reicht 
hin, um die Existenz eindeutiger analytischer Functionen al(fi)i, al(ti)2, al(ti)3, 
durch welche x und yR{x) in der durch die Formeln (3, 4, 5) angegebenen 
Weise ausgedrückt werden können, zu erweisen. Beides läfst sich nun in 
der That durch hlofse Betrachtung der aufgestellten Differential-^Gleichung 
in aller Strenge bewerkstelligen; und man kann daher, unmittelbar von 
dieser Gleichung aus, ohne irgend eine andere Eigenschaft der elliptischen 
Functionen als bekannt vorauszusetzen, und blofs mit Hülfe allgemeiner 
Entwicklungs-Principien, zu der hier gegebenen Darstellung dieser Trans^ 
cendenten gelangen. Ich kann jedoch dieses, wie es mir scheint, wichtige 
Ergebnifs hier nicht näher begründen, gedenke aber später darauf zurückzu- 
kommen, wenn es mir, was bisher noch nicht vollständig der Fall war, ge- 
lingen sollte, für die Abel^schew Functionen aller Ordnungen ein ähnliches 
Resultat zu erhalten. Es möge aber, da man bei den elliptischen Functionen 
so mancherlei Methoden versucht hat, erlaubt sein, ^ei dieser Gelegenheit noch 
ein anderes Verfahren anzudeuten, welches ich in einer bereits im Jahre 1840 
verfafsten Prüfungsarbeit zur Entwicklung derselben angewandt habe, und das 
mir so einfach und elementar zu sein scheint, als man nur wünschen kann. 

§. 9. 

Fortsetzung. 

Ausgehend von den Differential -Gleichungen 
welche, wenn man noch hinzufügt, dafs für ti = 0, f = 0, 17 = 1^ C=l 
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sein 'Sollen, zu den folgenden 

fahren, kann man ^, ri, ^ zunfichst in der Form gewöhnlicher Potenzreihen 
(3.) |=ti-f /;ti^4 .-, i?=l+^itiH-. C=-l + ÄiwH ... (S. GL6d. v.§.) 
entwickeln^ deren Coefficienten ganze Functionen von Ar^ sind. Es ist leicht 
nachzuw.eisen , dafs dieselben für alle Werthe von u, deren absoluter Betrag 
unter einer gewissen GrÖfse U, deren genauere Kenntnifs nicht erforderlich 
ist, bleibt, unbedingt convergiren. Beschränkt man nun u zunächst auf diese 
Werthe, so stellen die Reihen eindeutige Functionen von u dar, die jetzt 
nach Guderniann mit 

snu cnu dnu 
bezeichnet werden mögen. 

Nun hat man die Formeln herzuleiten, vermittelst welcher, wenn 

u = v-f-w 
ist, 

snii^ cnti^ dn ti durch snr^ cnr^ dnr^ sntr^ cnir^ dntr 

ausgedrOckt werden können, nämlich 



snti i^Vm^vm^w 



(4.) /cnii = 
dnti = 



snt^ cnti;dnu*4-cnt? dntysnu; 
1 — Jk* sn*ü sn'to 

cn vcnto — sni; dn t; sn ti? dn ti; 

\ — A**8n*t;8n*u? 
dnt;dnt<7 — ft'snt; cnt;8nu7cnfi; 



1— *'sn*«;sn*M? ' 

wobei vorläufig u, r, w alle drei dem absoluten Betrage nach kleiner als V 
vorauszusetzen sind. Aus denselben flbersieht man sofort, auch ohne die 
Rechnung auszufahren, dafs man, wenn m eine ganze positive Zahl bedeutet, 

sn tij cnti, dnti rational durch sn(— ), cn(— ), dn(— ) ausdrücken kann, in 
der Form 

(5.) 8nti = y cnu = -|- dnw=-g-, 

wo P, Q, R, S ganze Functionen von 8n(— ), cn(— ) und dn(— ) bedeu- 
ten. Man kann ferner leicht nachweisen, dafs S und auch P^ Q^, B^ ganze 
Functionen von sn\— ) sind, und dafs sie, als solche betrachtet, keinen ge- 
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raeinschaftlichen Factor haben. (S. Abel, Precis etc. $. 4, and Guäemumn, 
Theor. d. Modnlar-F. §• 149.) Aus den Gleichungen 

Idsnu . denn . ddnu ,>> 

— — = cniidnti, -T — = — sntidnii, —. — =— Ä^snwcnti 

du du ' du 

sn^u + cn'ti = 1 , k^ sn^u -f dn'ii = 1 

leitet man sodann die Ausdrücke für — ^i^ o. s. w. ab (s. Gl. 15, 16, 17 
d. V. §.) , und fahrt in dieselben P, Q, A, S ein, wodurch man 

,-, rfMogP , S» _rfMog0 , il*_rfMogÄ , /r»0* c/MogS ,*•/*• 

erhfilt. Setzt man 

iTlogP _ P, iTlogO _ 2l ^log^ _ Ä, rfMogS _ S, 

du^ — pi^ rfu« — Q«' i/m* ~]!F' "rfü^~F' 

so ist zunficbst Si eine ganze Function von 8n^(— ), indem S, I — — JÜ-. I 

— — -; — solche sind, und dann zeigen die vorstehenden Gleichungen (7.), 

dafs ^^f , ""^ ^ ^^ft rationale, und daher Pi, ft, Äi ganze Functio* 
nen von sn^^— J sind. Die Gleichungen 

p» ~ 0« IP s^^ 

lehren dann, indem P^, Q^, R^, S^ keinen gemeinschafMiehen Factor haben, 
dafs in diesen Ausdrücken die Zähler durch die Nenner theilbar sind, und der 

Quotient eine ganze Function von sn^(— ) ist. Die Kenntnifs des letztem ist 

nicht unumgfinglich erforderlich; man findet aber, wenn man den Grad von 
P^ und von S^ bestimmt und dann von den Entwicklungen der Ausdrftcke 

I —j^ T 7? ^ i "-^ — I "^t- nach steigenden und fallenden Potensen von 

sn\— J blofs die Anfangsglieder mit einander vergleicht, dafs derselbe A^an^C— ) 
ist. Man hat daher 
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1 i/ii* » «ii'fi Vi»/ 

|— TT — T-T-i /rsüH—) = 

Bildet man nun, ganz so wie im vorhergehenden $., die 4 Fanctionen AI(ti% 
Al(ti)i, AI (11)2, Al(fi)3, so dafs man 

/rfM^AU«) ^^^,^_ rfMojAlK^ -V =0, 

^ '^ j cTIogAK«). , dii*M _^ rf*logAl(t«), , t*cn*ti _^ 

bat, so geben die Gleichnogen (8.) 

fP\ogP _ rf«logAI(«). ^«<*»ogAl(— ) 



rfw* ÖM« rfi? 



(10.) 



|£logO _ «riogAl(u). „ /"'g^'C^) 
du* ~ rf? Sn 

IrfMogÄ _ rf'logAK«,), ,, «^'togAlC^) 

rf*log5 _ iriogAl(w) ^ rf*togAl(— j 

Hierans aber folgt, mit Rflcksicbt aaf die ersten Gtieder in den Reiben -Ent- 
widKlangen der vorkommenden Gröfsen, 

!AI(i#). = AI"-(^).P Al(«), = AI-(^). Q 
Al(i#), = AI"-(^). Ä AI(i#) = Al-(^). S, 

und somit (gemAfs 5) 

f121 mti— iÜJik «Bi.«=.^llJik dnti=«ÜÖÜt 

Cr*Ue*t Journal f. d. M. Bd. LU, Heft «. 45 
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irf/^AI KN _ Al(ti),AI(a), . 
•^VAKm)/ ~ AI(ii)AI(u) *•** 

^/AI(u),>) _ _ AI(.0, Al(n), ^ 
^ MiK \ ^ A-'AIKAI(fi), . 
VAI(fO>' AI(u)A1(m) 

Alle diese GleichuDgeo sind zunächst nur unter der Voraussetzung er- 
wiesen, dafs u dem absoluten Betrage nach kleiner als ü sei, weil ja nur für 
solche Werthe des Arguments die Functionen snu, cnu, Anu bis jetzt definirt 

sind. Aber P, Q, Ry S sind ganze Functionen von sn^ — \ cnT— ), dof— ), 

und können daher nach Potenzen von u in Reihen entwickelt werden, welche 
convergiren, sobald der absolute Wcrth von u kleiner als mU ist. Für die 
Werthe, die dem absoluten Betrage nacTi kleiner als ü sind, convergirt ferner 
auch die Reibe^ welche aus der fär { — k^svfu) durch zweimalige Integration 
hervorgeht, und die in dem Ausdrucke von Al({«), der im vorhergehenden §. 
unter Nr. (23.) gegeben ist. den Exponenten von e bildet. Da nun die Ex- 
ponential-Reihe eine beständig convergirende ist, so mufs die fflr Al(i/) her- 
vorgehende Reihe jedenfalls fQr die genannten Werthe von u convergiren. 

Die fär Al(^ — J, und somit auch die für Al""*^ — j mufs es also, sobald der 

absolute Betrag von u kleiner als mV ist, und die Gleichungen (11.) lehren 
sodann, dafs die Reihen für Al(ti)|, AI(i/)2, Al({i)s, Al(u) ebenfalls fflr diese 
Werthe von u noch convergent sind. Daraus folgt unmittelbar, dafs diese 
letzteren Reihen beständig convergirdn müssen, indem einerseits rnU beliebig 
grofs gemacht werden kann, und anderseits die Coefficienten der genannten 
Reihen in keinerlei Weise von m abbangen. Nach der in §• 4. in Betreff der 
dort mit jP(i/i,.«.), G{Ui^ ...), i^\ui^ ..0^ 6r'(i/|,...) bezeichneten Functionen 
gemachten Bemerkung gelten daher die Gleichungen (13.) jetzt für alle Werthe 
von u; und wenn man nunmehr snu^ cnu, Anu allgemein durch die Glei- 
chungen (12.) definirt, so genügen dieselben nicht nur den Differential- 
Gleichungen 

— — = cnudn/i, -^ — ^=— sniidnn, -t — =— Äsnucnii, 

sondern es haben für dieselben, die für LinIdngUcli kleine VTerthe von u (in 
Folge der Gleichungen (11, 5)) mit den ursprünglich so bezeichneten und 
durch die Reihen (3.) dargestellten übereinstimmen, auch alle übrigen im 
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Vorhergehenden entwickelten Gleichungen (namentlich Nr. 4, 6, 9) unbedingte 
GOltigkeit. 

Verfährt man anf die im Vorstehenden angegebene V^^eise, so braucht 
man, um zur Entwicklung der elliptischen Functionen zu gelangen, nur einige 
wenige, auf die Convergenz der gewöhnlichen Potenz-Reihen sich beziehen- 
den und sehr einfach zu erweisenden Sätze vorauszusetzen. (S. die mehrfach 
angeführte Abhandlung über die Facultäten, §. 7.) Dagegen sind die Formeln, 

welche snn^ cn ti, dnu durch sn(— ), cn^— ), dn(— ) auszudrücken lehren, 

etwas genauer zu untersuchen, »Is sich dies bei den analogen, für die Abel'- 
sehen Functionen geltenden füglich ausführen lüfst. Aus diesem Grunde suchte 
ich die Ableitung der Functionen AI (ti) u. s. w. aus den ursprünglichen -Dif- 
ferential-Gleichungen von aller speciell auf den betrachteten Einzelfall sich 
beziehenden Rechnung möglichst frei zu machen, und kam so auf die im vor- 
hergehenden §. befolgte Methode, deren allgemeinere Anwendbarkeit sich 
deutlich genug herausstellt. 

§. 10. 
Fortsetzung. 

Die Bestimmung der CoefGcienten in den Reihen -Entwicklungen von 
A\{u) u. s. w. mit Hülfe der Gleichungen (§. 7, 26 oder 22, 23) ist zwar 
ausführbar, aber beschwerlich. Obgleich man nun wohl niemals zur numeri- 
9chen Berechnung einer elliptischen Function sich dieser Reihen bedienen 
wird, so ist es doch nicht ohne Interesse, dafs es zur wirklichen Darstellung 
derselben noch einen andern, die Rechnung ungemein erleichternden Weg 
giebt. Jacohi hat nfimlich zur Bestimmung der im vorhergehenden §. mit P, 
Q, R, S bezeichneten Gröfsen eine lineare Differential -Gleichong gegeben, 

in der dieselben aufser nach sn(— ) oder u, auch noch in Beziehung auf den 

Modul k differentiirt erscheinen. Da nun die angeführten Ausdrücke für m =00, 
nach den Formeln (11.) des v. §., in Al(ti)i, AI (11)2, AI(f/)3, Al(u} über- 
geben, so mufs es auch Ähnliche, partiejl^ Differential- Gleichungen für diese 
Functionen geben. Man kann dieselben in einfacher Weise aus den obigen 
Gleichungen (18 — 210 herleiten, und sie dann selbst wieder benutzen, um 
die erwähnten Gleichungen JacohVe aus den unter Nr. 8. des v. §. aufge- 
stellten herzuleiten (so wie auch die analogen, welche zur Bestimmung der 
Zübler und des Nenners in den Tra^nsformations-Formeln dienen und ebenfalls 

45» 
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¥oa JmeoH obaa Bewab nitfelheilt rini). Aach dieses habe ich in 4er er- 
wihDten Arbeit augeffibrl; Ich begnfl^ mich aber hier, aar die AUeifanig 
der fttr Al(ii) a. s. w. gelteadea partiellea Differeatial-Glachaogea selbst sa 
gebea, aad xwar aas deoi Groade, weil das Verfahrea, gegehe$u DiferemtM^ 
Glekhmngem naek einer darin varkomunenien Canetanten zu ä^erenäiren, 
und dnrek ConMnaUanen der so erkmllenen mit den mre/ßrünfBeken an^ 
dere Gleickungen zu ermitteln, welche für die Räken^ Eniwiekhing der 
zu beelimmenden GrOfeen dne geeignel e re Form hohen, eiaer weitera Aa- 
weadbarkeit fähig sma dOrfte. 
Es werde 

M{u\ = p, M(u), = H, Al(ii), = r, A\{u) = e, ^ = f 

gesetat, so hat aiaa (f« 8, 30) 

(1.) (^y =(i~r)(i-*^r)=i~(i4-*')r+Ä'r, 0= -(i+ie}i+2iei' 

Differeatiirt aiaa Jetzt diese Gleicbong, iodeai maa §, sowie p, q, r, s als 
Faactioaea voa u oad k betrachtet, ia Beriehaag aaf k, so erhilt 






Nseb (f. 8, 17) bat man aber, indem aP(tf),c=l — A*!* ist, 

* — "^ — =*^«^Ti=iET" gs^+TTFr"'^' 



a(5^+jäi!*it^ + .) 



oder 

Multipiicirt man daher die zweitvorhergehende 'Gleichung noch mit A:(l — A'}, 

and integrirt in Beziehnng auf u, so kommt 

oder weaa maa mit -^ maltiplicirt, indem 
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ist, 

(2.) *(l-*«)|| = A*f(l_r)-(*»« + ^)g. 

Diese GieiciniDg multipiicire man mit 4^^!, so folgt, weil ($. 8, 18) 

(3) -^ + *'S' = 0, 
uod datier 

ist, 

oder da 

^,/aiog#Y 
„aiog# a*iog« ** v^^iT/^ q/< aMog<v 






a«* 



Irt, 



Aber 

!^=_2*»f0--2Ä»(^y=-2A*+4*»(l + A»)r-e*'r, 

and man kann daher die vorstellende Gleichang sweimal in Beziebong anf u 
intogriren, wodnrcb man 

erhalt. Darch Betrachtnog der ersten Glieder in der Reiben-Entwicklung von 
s flbersengt man sich, dafs bei keiner dieser Integrationen eine Constante bin* 
sosaffigan ist. Maltiplieirt man nun die vorstebende Gleicbung nocb mit s, 
so ergiabt sieb die folgende lineare partielle Differenüal-Gleicbung fflr s 
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(4.) |^ + 2*'«^ + 2*(l~*«)§-fA»«. = 
Setzt man oan in (2.) §=z£^, so ergiebt sich 

oder wenn man mit 2p ^ multiplicirt. 

Aus der Gleichung (1.) aber folgt 

und man erhält daher, wenn man vermittelst dieser Gleichung aus der vor- 
hergehenden das Glied i^P-^"^^ eliminirt, 

Aber (§.8,26) (|j)* = ;,0 + ^, (0==,^4.Ä^^V daher verwaodelt 
sich die vorstehende Gleichung in die folgende: 

•^ + «*^l; + «*('-*')ä7+('-*')'') 
= p(0+2*'„^ + 2*(l-*')|l), 
woraus wegen der 4ten 

folgt. Ferner hat man (§.8, 87) $^r=p^-\'q^, woraus sich 
09 dp I Bq d» dp , da 
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findet^ und da, wenn man in der dritten dieser Gleichungen 



seilt, sich 
ergiebt, 



•0 = /'l^+(*-*')'''+^0 



woraus mit Rflcksicht auf (4, 5) 

(6.) + 2A:»i,^+2Ä(l-A»)-|^ + (l+A'«')y = 

folgt. 

Endlich ist 

oder weil 

woraus 

(7.) ^ + 2Ä»iii^-h2Ä(l-Ä')-|.4-(*»+Ä»ii')r = 0. 

folgt. Mit llQlfe dieser Gleichungen (4 «^7), die hier nun noch einmal zu- 



(8.) 
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samDiengestellt werden mögen: 

^!^ + 2*.«i^ + a*(l_.;e)-^+A»«»Al(«) = 

£!^4.2*»iii^y^ + 2ik(l--Ä»)^^i!l^ + (1 4- *»•«*) Al(tt), = 

lassen sich nunmehr die Reihen för Al(ti), AI(ti)o AI (11)2, Al(ti)} ohne Mühe 
entwickeln, wobei man noch mit Vortheil die leicht zu erweisenden Relationen 

!Al(ku,-j-)=^kAliu,k), Al(Ati,-i-)^ = A1(«,A), 
A1(Aii,4-),= Al(tr,*), Al(*ii,-i-) =A1(«,*) 

benulsen kann. Die Resultate der leicht aussufflhrenden Rechnung sind folgende. 

Es seien m, n ganze Zahlen, die unabhängig von einander alle Wertbe 
von bis -{-<x) zu durchlaufen haben, so ist 

Ai(«) =i-s|(-ir-^.*-"- ""rn.! ! 



(2|>+3||+4)I 

)ai(»),= s|(-ir"V.**"-i5 

(10.) 



Ia.(.).= 8{i-tr»K.>^-^^^\ 



In diesen Formeln ist mit nl das Product (1.2...n) beseicbnet, und 

'V« *«,« ^».m 

sind ganze Zahlen, welche vermittelst der folgenden Recursions- Formeln su 
berechnen sind: 

!«... = (4m-f 4)0^.,+ (2ii+4)Ä^^-(am+att+l)(2m+2tt+2)ii,.^^. 
*•.. = (4m+l)4,,...-f (2tt+l)*,.^.-(2m+2tt-2)(2m+2ii-l)*^.,.., 
c^. = (4m+l)c,,..,+ (4tt+4)c^,,.-(2m+2tt-l)(2m+2tt)i?,.^^^^ 
Beim Gebranche dieser Formeln hat man 

Oq^qSSz^^ ^^8s1, i^qBsI, C|^ya=25 Co^gtszi 



19» WeierslrafSß Tkforie der AbePichen PumeUonen. 357 

SU setzen, so wie jedem Coefficieoten, bei dem einer der Indices negativ wird^ 
den Wertb Noii beizolegen. Ferner mufs in der ersren m-f n>^0, eben so 
in der zweiten, nnd in der dritten m4'n>>l sein. Auch ist 

Da es nützlicb sein kann, die Reihen für Al(tt) u. s. w. in einer Anzahl von 
Oliedern wirklich dargestellt zu haben, so mögen hier noch für die 10 ersten 
Coefficienten derselben die volistfindig berechneten Ausdrücke Platz finden. 

A, =8(AH**) 

A, ==128(*'-|-Ä») + 480(*H*") 

4. =512(Ä»-f *")3008(**-f-*'H5400Ä* 

A, =2048(Ä»-f*") + 17408(*»+*")-f49568(A!« + *«) 

J, =s8192(Ä*-f *•♦)-!- 95232(*'-f-*'')+395520(Ä»-|-Ä")-|- 603376Ä» 

4, = 32768(Ä*+ife«)-f 499712(*»-f *'*)+2853888(Ä«-f *«)-f6668096(*»-f *•") 

^,0 = 131072 (*»+*») + 2539520 (*• + *«)+ 1 9097600 (Ä» + *'♦) 

-f- 381 53728 (A* + *") -f 42090784*'» 
u. s. w. 

AI(«). = « - B, Jj. -f l?.f - .. . + (-irB„ ^5jj:pyj ... 

Ä, =1 + A' 

Br =l-}-A*+4Ä* 

Ä, =1 +*«-}- 9(*»+Ä»; 

Ä, =i-j-Ä»-(-t6(*»+Ä»;-6Ä* 

Ä, =i^*«>-f 25 (*» + *») -494 (*♦+*•; 

Ä, = 1 -j-*"-{-36(Ä* + Ä"') - 5781 (*♦+*»)- 12184Ä« 

Bj = l-j-ifc'*-i-49(**-|-*")-56173(A»-|-*«»)- 179605(*"+*«) 

B, = 1 +*" + 64(/fc*-i-*»)— 502892(ft*-i-Ä")-2279488(A"4-A")-3547930** 
II, = 1 + At"-i-81 (** + Ä») — 4537500(Ä*+Ä'*)-27198588(A:«-f-Ar'») 

-59331 498 (*»-{-*'•) 
!>„=: 1 +A^4- lOOCÄ'-f- »«) - 4085671ö(Ä*4-*«) -813180080(*«-j- A'*) 

90901 5270 (Ä» + Ä»*) — 1278530856*" 
a. 8. w. 

Crelle't Jouroal f. d. M. Bd. LH. Heft 4. 46 
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Ai(«).=i-c,|l+c.|J-...+(-irc.^... 

C. =1 

C = 1 + 13Ä* + eoÄ'-i-aaÄ'* 

C\ = 1 -f-20ik» + 348*»-f-448ik«-|- 128ik« 

C, =l-i-30Ä»-f2372**+4600*»+2880A» + 612Ä" 

C, = 1 + 42A^ + 1 9308Ä* -f 5181 6Ai» -f 45024*« + 1 6896*»" -f 2048*° 

C, = 1 -|- 56** + 1 69320*» + 628064*« -}- 757264*» -f 370944*» 

+ 93184*" -f8192*'* 
Cs = 1 +72**+ 1515368*»+ 7594592*«+ 12998928*»+ 91 00288*'" 

+ 2725888*" + 491520*»* + 32768*« 
C\„= 1 + 90**+ 13623480*»+89348080**+211064400*»+219361824*"' 

+ 100242944*"+ 18450432*"+ 2506752*»+ 131072*'« 
u. s. w. 



AI(i«),= l-0.|. + />,^-...+(-l;-/>. ""• 



2!T "M! ' ^ *^ "»(2111)! 

H, =** 
A =2**+** 
/>, =8*' + 6**+*' 
/>4 = 32*» +60** +12*»+*" 
D, = 128*«+ 448**+ 348*«+ 20*«+ *" 
/>, =512*» + 2880**+4600*»+2372*»+30*'"+*« 
A = 2048*»+ 16896A*+45024*»+ 51816*"+ 19308*«"+ 42*" + *»♦ 
Dt = 8192*»+ 93184*»+ 370944*» + 757264*«+ 628064*"" 

+ 169320*"+ 56*»«+*» 
Dt = 32768*» + 491520*»+ 2725888*»+ 9100288*" + 12998928*"' 

+ 7594592*"+ 1515368*»»+ 72*»"+*»» 
/?«,= 131072*»+2506752*»+ 18450432*»+ 100242944*"+219361824*'» 

+ 21 1064400*" + 89348080*»»+ 13623480*»»+ 90*«» +*»• 
u. s. w. 

Ordnet man diese Aosdrflcke von Al(ti) n. s. w. nach Potenzen von 
*, so «rsobeineo die Coefficienten als nnendlicbe ReibeOf die sieb aber sum- 
miren lassen. 
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S. 11. 

Uebergang za den Jacoftrschen Reihen. 
Nunmehr möge gezeigt werden, wie man von den Functionen Al(ii), 
Al(fi)i9 AI (ti)s, AI (11)3 aus zu den unendlichen Reiben gelangen kann, durch 
welche Jacobi die elliptischen Functionen auszudrflcken gelehrt bat. Dabei 
nehme ich jedoch an, dafs der absolute Betrag des Moduls k kleiner als Eins 
sei, was erlaubt ist, weil man vermittelst der Formeln 

Al(Äti, -i) = Al(f#, *) Al(*ii, W = Al(ii, k\ 

A\{ku, 1) = ÄAl(ii, k\ K\{ku, W = Al(ti, k\ 

jede der 4 genannten Functionen, wenn der absolute Betrag des Moduls die 
Einheit flbersteigt, auf eine andere zurflckfQbren kann, bei welcher derselbe 
kleiner als 1 ist. 

Es werde nun, unter dieser Voraussetzung, 

(A ^ r ä± _ K f ^ ^^ — K' 

gesetzt, wobei, um diesen Integralen eine ganz bestimmte Bedeutung zu geben, 
festgestellt werden möge, es solle bei beiden Integrationen fflr )/(l— Ar^l^) 
der durch die Reihe 



l-*^^-2^**^^-2?Ä*'^- 



gegebene Wertb dieser Wurzelgröfse, und bei der ersten 

80 wie bei der zweiten 

genommen werden. Dann erhalt man, wenn man die Reihe 

i+(l)'*'+(il)"*'-t-+(o:H^)"*"+- «•" «- 

und die Summe ihrer (n-fl) ersten Glieder 

H-(i-)V+(|;|)V+...+(J^|5!5^)*- n.« «. 

bezeichnet. 



46 



« 



360 19. Weierstrafs, Theorie der Abetsehen Functionen. 

(2) 



Ji^=TÄ 



K' = ft|og(i.)-(ft-l)-g?j(Ä-Ä.)-5^(Ä-ff,)--, 

und es ergeben sich die folgenden Gleichungen 

isn (JC) =1 cn (iC) = dnCJC) = h' 

sn(JS:-. »«') = -{- cH^-iK')^^ dn(Ä'--iX')= 0, 
in denen 

(4.) /r'= »/(l-*^) = l-^Ar^-^**-..- 

ist 

Die Berleituug derselben^, so wie aacb die EntwicMaDg der Reihen ffir 
IC und K\ mufs bei dem hier eingeschlagenen Wege, die Theorie der ellipti- 
echen Functionen za begrflnden, in einer etwas andern aie der gewöhnlichen 
Weise geschehen. Doch gebe ich hierauf nicht nSber ein, sondern verweise 
auf das folgende Kapitel, wo man alles, was hier zu bemerken wAre, in 
den daselbst anzusteUenden allgemeinern Untersucbungen gehörig erörtert fin- 
den wird. 

Die Formeln für sn(ti + &), cn (ti + r), 6n(u±v) fAbren sodann, wenn 
man v=*K, und v=siK — iK' setzt, zu den Relationen 

cnu r KT«. COM 



8n(ti + ir) = £^ snCn-X) 



dnu ^ ^ dnu 

(5.) ^cn(i» + jr) = -;jj^ cn(u-K)^-^— 

(6.) \ca(u4-K-iK') = -r^ caiu-K4-iK')^J^ 

*• '' 1 ^ ' ' kenu ^ ' ' ikcn« 

^ • ' cnt« ^ ' ' cm« 

Und wenn man in diesen letztern Formeln u — K, sowie auch ti-j-JK* för u 
setzt, so erhilt man 
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u 



(7.) <cn(«+.-Ä')==^ .n(«-iÄ') = i^ 

^ ' ^ snii ^ sn« 

Ans (5, 7) folgt nun 

!Bn(u-\-K) = — sn(u — K) sn(u + iK')^M(u — iK') 

cn(«+JiC)=--cn(« — K) cn(ii-f »Ä')=s — cn(tt— «IT') 

dB(«+ir) = dn(tt— Jf) dn(« + iJS::')=s — dn(ti — iüC'), 

nnd hierans, indem man u-{-K und u-f tX' fflr u setst, 

i8n(«-|-2JC) = — Bnw 9n(ti+2»iir')-=8n« 

cn(«»-f-2jBL) = — cn« cn(t<-f2tJr') = — cn« 

dn(tf-f2ür) = dntt dn(tf-{-2iJL')=:: — dnu 

Diese Gleicliangen fflbren endlich cu den folgenden allgemeinem ^ in denen 
m, n beliebige ganse Zahlen bedeuten : 

isn(M-f2ntK-f-2nilC') = (-Ifsnir 
cn(tt + 2mÄ:-|-2mÄ') = (-If+'cnM 
dn(« + 2m*:-|-2niÄ"') = (-l/do« 

Man hat ferner, wenn man 

^^^ mit AI'(M} bezeichnet, 





("•> 'ai,':!- **"••*• 


oder wenn 






§ — snw, 




ris-j rf^'<«> ^^*'^ 




^"••' "aHu) - •(! _§•)•(! -*'^«) 


Wird daher 





gesetzt, mit der Bestimmung, dafs bei jeder dieser Integrationen 4 und die 
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WarzelgrOfseo iieaeXben Wertbe durchlaufen sollen, wie bei der entsprechen- 
den, doreh welche man beziebl. K oder K' findet; so ergiebt sich 

Aas den Gleicbnngen (11, 8) aber folgt 

" AKm+JT) ~ " AK«— AT) ' 
and daher 

AF(tt+J) kV{M—K) 



c, 



AMw+iT) K\{u—K) 

WO C eine von ti nnabbSngige Gröfse bedeutet. Indem man ii = nimmt. 

und bemerkt, dafs Al(«) eine gerade, Ai'(«f) aber eine angerade Function 

von n ist, findet sieb 

^_ hX{K) KV(-K) _ o AS(K) ^ 

^~ A\{K) h\(—K) ^* K\{K) ~~ **'• 

Setzt man nun in der vorhergebenden Gleichung u-^K fOr u, so ergiebt sich 

. Al'(u^2K) _ Al'd«) ^ 

In ganz Ähnlicher Weise findet sich 

f.f^^ Al'(«+2Jr-2ijr) AK(«) Ol, 5^, 

Und wenn man in dieser Gleichung «t-|-2i#C' an die Stelle von u setzt, so 
kommt 

M7 1 hX{u^ 2iP) __ Al'(«) «. ^ 

worauf man dann aus (15, 17) die allgemeinere Relation 

rifti AI'(«-f2mJ+2nty) Al'(«) «^..«.jr 
<-^®-' AJ(«+2«ir4.2n.if') = Älöö-^^-'r^«'«' 

herleiten kann. 

Jetzt werde zur AbkOrzung 

r xaJ -fntJ' = i; 
gesetzt Dann folgt aus der yorstehenden Gleicbiing 

Al(fi + 2co) = C^e-^^^A\{u\ 
wo C eine Conslante bedeutet. Zur Bestimmung derselben setze man tiss— co^ 



N 
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so findet sich 

AI (co) = C«'^- AI ( — cü) =: C«'^- AI (CO), 

und daher, wofern nicht Al(ai) = ist, C==e"*''**. Es wird aher, wie ans 
der Gleichung 

folgt, Al(tti) nur dann =:0, wenn snco«soo ist; was, wie die Formeln 
(7, 10) lehren, nur der Fall ist, wenn fOr m eine gerade und für n eine 
ungerade Zahl angenommen wird. Dann aber ist, wie die Gleichung 

ifMogAlK 



du* sn*u 

zeigt, Al(€ü)i nicht =0; und da man, nach (10.)) jetzt sn{u -{-^w) =^ snu 
hat, und somit aus der vorstehenden Gleichung fflr Al(ti-f 2iu) 

AI(ii-f 2a)), = C«-*^Al(ii), 

folgt, so findet sich jetzt, wenn man wieder ti = — a> setzt, C= — e"*^. 
Demgemafs bat man, 

Al(w-f2«i) = ±«-^^^"+*>A»(ti), 

in welcher Gleichung das untere Zeichen gilt, wenn m gerade und gleich- 
zeitig n ungerade, oder wenn das Prodnct (m-fl)n ungerade ist. Daher 

Al(M+2a)) = (-iy"+*>«i?-'9<-+->Al(«) 

Verbindet man nun mit dieser Gleichung die unter (10.) aufgestellten, so 
ergehen sich fOr die Functionen Al(ii), A1(fi)i, A1(ti)2, Al(if)$ folgende Re- 
lationen : 

AI(ii + 2cü) = (-l)-«+«e-*»<-+*->AI(ti) 
I Al(ii-f 2öi), = (-l)"+-'-^«e-*^<"+-> Al(ti), 
(20-) \ AI (II -f 2cü), = (- 1 )-«+«e-^7(«+«) AI (11), 
Al(ii + 2cü)5 = (-1)"« «-*•'<''■*■-> Al(tt)s 

Diese Gleichungen sprechen charakteristische Eigenschaften der Functionen 
Al(ii) u. s. w. aus, und fahren in einfacher Weise zur Darsteünng derselben 
durch die Jiico6i'schen Reihen. Dabei ist die bekannte unter den Gröfsen 
K, K\ J, J* statt findende Relation Ton wesentlicher Bedeutung, die man 
aus den rorhergehenden Formeln folgendermafsen erhfilt. 
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Aas (20.) folgt 

Al(fi + 2iÄ:')3 = ^-«^'<''+'^'>AI(v)3 
Setzt man in der ersten dieser Gleichangen u-\-2iK', und in der andern 
ti-f 2Ür ffir u, so kommt 

AI(ii+2ir+2iifir')3 = 4f-'-^<-+^'''+^>AI(ti + 2iK'), 

Al(ii + 2lf+2tA:')3 =-- 6-^''''^''+*^+'^'>AI(ti + 2li:)3 
Polglich mufs 

d. h. es mufs 

KT-JK' = u^. 

sein, "WO /t» eine ganxe Zahl bedeutet. Nun aber erbSit man, wenn man die 
Grörsen J, J' in fihniicher Weise wie K, K' in Reihen entwickelt 



(2<.) 






WO 



5. = i-4**, 3» = iA^+i-Kj)*« etc. 

, , gn-i /" l-3...(2w— 3)V ^, 
ist; and man bat daher 

/Glieder« welche fflr Xr=0 verschwinden. 

.r = .+>,(4)+| 

Substituirt man diese Ansdrflcke in die vorstehende Gleichung, so findet sich^ 



/^. fVeierstrafs, Theorie der Abetscken Functionen. 365 

dafs u = 1 ist. Hithin bat man 

(22.) ÄJ'- JA' = |., 
aas welcher Gleichong sich, wenn man 

ui' = m'ÜC+n'tlC' rf = m'J+n'fc/' 

setzt, und non anter m, n, m', n' gani willkflhrliche Größen versteht, die 
allgemeinere 

(23.) unf — tim' = (mn' - tm') ^i 
ergiebt. 

§. 12. 

Fortsetinng. 

Man beseichne jetzt mit F(u) irgend eine der FnnctioneD Ai(u\ 
Al(fi)i, Al(ti)t, Al(ti)3, 80 hat man nach dem Vorhergebenden, wenn m, n 
zwei beliebige ganze Zahlen bedeuten, and 

mK+niK' = co mJ+niJ' = v 

gesetzt wird, 

wt> m für jede Function durch die Formeln (20.) bestimmt ist. Diese Gleichung 
läfst sich folgendermafsen darstellen: 

und zeigt dann, dafs 

»fu^ mni 

eine periodische Function von u ist. Nun gilt aber folgender allgemeiner Satz : 
Eine eindeutige periodiecäe Fufutitm einer unhesehränkt eeränder^ 
liehen Gröfee u läfst sieh, tsuig nun die Periode, die durch a he^ 
zeichnel werde, reell oder imaginär sein, wenn sie zugleich den 
Charakter mser ganzen rationalen Funcüotn — m dmn ohen erklär^ 
ten Simu des Worts — besitzt, sUUs, und zwar nur auf eine 
einzige Weise ^ durch eine fkr jeden Werth wm u eommergireinie 
Reihe von der Form 
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dareUUen, wo der Zeiger y, auf den sieh dae Summenzeickem be^ 

zieht, die Reihe der ganzen Zahlen von — oo bis -{• og zu durchs 

laufen hat, und die Coeffidenten A^ von u unabhängig sind. 

Zum Beweise werde die Function, in welche die in Rede stehende 

durch die Substitution 

a 

abergeht, mii f(v) bezeichnet, so hat man 

f(v + 2n) = f{v) 
Setzt man nun 

V'= t'\'Si, 

und versteht unter t, s reelle Gröfsen, so hat man nach dem Fourier'sdken 
Satze, indem f(t'\'ei) eine continnirliche Function von t, s ist, welche in 
Besiehung auf t die Periode 2n besitzt^ 

2m/(/+«) = SB^eT', 
wo 

U 

ist. Zugleich weifs man, dafs sich f(t^si) auf keine andere Weisein dieser 
Form darstellen Ifilst. Nun ist aber nicht nur f{t-{-ei) eine continnirliche 
Function von t, e, sondern auch, nach dem, was hinsicbtiich des analytischen 
Charakters von f{v) angenommen worden ist, 

dt "**" ai ~ * dl 

Mithin müssen auch B^ und -^ continnirliche Functionen von e sein, und 
man hat daher 

de ' ai 



Aber 





J dB i ^^ 
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indem /•(*+«)<-'«'+">' fQr / = and /=2n denselben Werth Jiat. Daher ist 

B.Bre'* _ ^ 
~~di "' 

d. h. der Werth von B^^* ist onabbfingig von «, und bleibt, weil B^ eine 
continnirliche FancUon dieser Gröfse ist, fQr jeden Werth von « derselbe. 
Bezeichnet man ihn durch 2niAy, wo man dann, indem «=0 genommen wird, 

erhält, so ist 

und es ergiebt sich 

r 

ffflr alle Werthe von t, 9, oder 

f{v) = SA^e^-' 

V 

2fKlA 

fflr jeden complexen Werth von v, woraus, wenn man — fdr v setzt, die 
angegebene Reihe fQr die ursprflngliche Function sich unmittelbar ergiebt*). 
Uebrigens ist leicht zu zeigen, dafs sich eine Reihe von der betrach- 
teten Form, wenn sie fOr jeden Werth von « convergirt, immer in eine andere 
von der Gestalt 

die ebenfalle beetändig convergent ist, unmwandeln Ififst; woraus erhellt, 
dafs der bewiesene Satz eben nur dann gilt, wenn die Function, um die es 
sich handelt, den Charakter einer ganzen rationalen hat. 



2Ttui 

*) Setzt man e * s x« so ijrebören zu jedem Werthe von x zwar unendlich 
viele von u, für die aber, da sie sich nur uro ein Vielfaches von a unterscheiden, die 
betrachtete Function denselben Weilh hat. Man kann daher die letztere als eine ein- 
deutige Function von x ansehn, die durch if{x) bezeichnet werden möge. Dann ist 

leicht zu zeigen, dafs nicht nur (f(x)j sondern auch V sich continuirlich mit x ftndert, 

ohne jemals unendUcb grofs zu werden, sobald man nur für den absoluten Betrag von x 
irgend eine, wenn auch noch so kleine Grdnze festsetzt, oberhalb welcher er bleiben soÜ. 
Dies reicht aber, nach einem von Cauehy gegebenen Theorem hin, um nachzuweisen, 
dafs sich €p(x) durch eine für jeden Werth von x, der nicht Null ist, convergirende 
Reihe 

S\ Ayx' ) 

VMi— oc.-l-oo 

darstellen Ufst; woraus der aufgestellte Satz unmittelbar folgt Ich habe es aber hier 
vorgezogen, denselben aus dem Fot<rter'schen abzuleiten. 

47 ♦ 
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Hiernach läfst sich 



in eine beständig convergirende Beihe 



mtU 



S\A,e 



entwickeln, und es bändelt sich jetst um die Bestimmung der Coefficienten 
derselben. Dazu gelangt man auf folgende Weise. Man darf unbeschadet der 
Allgemeinheil annehmen, dafs m, n keinen gemeinschaftlichen Factor haben. 
Dann kann man swei andere ganse Zahlen m\ n' dergestalt bestimmen, dafs 

mn' — mn' = 1 

ist, und es gelten, wenn man mit m', t]', nd die Gröfsen beseichnet, in welche 
w, ti, m Qbergehn, indem m^ n' an die Stelle von m, n treten, fflr F{u) die 
beiden Gleichungen 

wahrend sugleich die Gröfsen (o, ?/, oaf, r( der Formel (23.) des v. §. ge- 
mäfs durch die Belation 

(2.) mi-rfJ = if 

mit einander verbunden sind« Man kann dabei bemerken, dafs diese Glei- 
chungen bestehen bleiben, wenn 

an die Stelle von w, af, tj, ti\ m, m' 

treten, wie man sofort sieht, sobald man nur in der ersten ii — 2ai fOr u seist, 
und r^ni^^nmni ^^f ^i^ andere Seite bringt. Man wird daher aus Jeder 
Gleichung, welche eine Folge der vorstehenden (1, 2) ist, sofort eine neae 
ableiten können, indem man in ihr die angegebenen Substitutionen maebL 

Es werde jetst 



C») ^-^ = ^-''j:C) 



beseichnet, und 
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n»* 



(4.) e^ Fiu) = n^) 

(5.) e^ F(u) = /"(•») 

gesetsl. Dann bat man fftr beliebige Werthe von p, y 

(x(«+F«)-;c(«) = |^(«+^) 

(6.) ) *w i^ 

wonras weiter 

i;:(«+f« + f«»')-x(« + ^') = X(«+;ko) -;f («)-!- |2nr, oder 

folgt. 

Die Gleicbaog (4.) liAt sieb nnn aaeb so scbreiben: 

und man hat daher, indem 

nnd naeh (T.)« wenn p=z—uit, 1=^^ genommen wird 

ist, in Folge von (1.) 

(8.) f{u^%a/)^nu) 

Elienso, oder wenn man die vorhin angegebenen Snbatttntionen macht, wodurch 
sich x(v) in —X(M)^ f(^) ^^ A^) ™d f(u) in f{m) verwandelt, erhalt man 

(9.) /^(«-3co)=/'(ti), oder anch /^(fi+2ai) = ^(ii) 

Ferner folgt aus (4.), wenn man bemerlLt, dafs nach (7.) 

ist, und 

(lOe) nuo^ - m'w = m 
setit. 
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mm 



(11.) 



mal/ . , , •, 

— 5-««— af(«+") 



Der Gleichung (9.) gemAfs kann man nun f\u) durch eine Reihe 

Y 

darstolleii. Man bat aber nach (6.) 

Foiglicb, wenn man 

A^ = C>« ^^ ' 
setzt, 

(13.) f\u) = ^jC«'f<«+-+^*«'>-^(«+^^|, 

und daher (nach 11.) 



(14.) nu) = 2 ''*js.|c^^af('^+«4-2^«')) 

In dieser Gleichung werde jetzt ti-f 2€o' ffir u gesetzt, und zugleich v—\ 
ffflr V, was erlaubt ist, weil v—\ so gut als v jede ganze Zahl reprisentirt, 
so kommt mit Berficksichtigung von (8.) 

f[u) = i^""' siC^.e^^^^'^'^'''^] 

In dieser Reihe mufs aber jeder Coefficienl mit dem gleichstelligen der vor- 
hergehenden abereinstimmen, weil sich, wenn dies nicht der Fall wäre, aus 

il^ durch Multiplication mit e'^'"^'^^ fflr f'{u) eine zweite Reihe von der Form 

{ vnui \ 

r 

ergeben würde, welche es nicht giebt. Daher murs C^=^C^i sein, worauf 
folgt, dafs sAmmtliche Coefficienten C, denselben Werth haben, der durch 

— ' J" ni 

bezeichnet werden möge. Somit erhfilt man, wenn zugleich statt f{jA) wieder 
F{u) eingeföhrt wird. 
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Uli' 

(15.) .■3="'^""~""V(.) = ,.:e|^<«+-+»~''J, 

r 

oder, da 

(16.) ;f(«+i + W)-;c(«-m'«,) «= ^L^.ni(u-^m'io^^!!to^') 

ist. 



(17.) «^" F(l») = ^.^1 



e 2 






Da m eine ganze Zahl ist, so darf man in dieser Reibe (-~r — m) 
statt y setzen; verbindet man dann die so sich ergebende Gleichung mit der 
vorstehenden, so kommt 



(18.) e 



24» 






Aas diesen Gleichungen (15, 16, 17) erhfilt man nun sofort drei neue^ in- 
dem man die oben angegebene Substitution (o' für co u. s. w. macht, wobei 
zugleich ( — y) ffflr y geschrieben, und der Werth, den die Constante y als- 
dann annehmen mufs, mit y bezeichnet werde. 

(19.) ^■^~'^^"'^'"*^ F(«) = /.j?je-«(«+«+2''")( 

r 

ffu* 2v—ni! nir , , , 2v—ntl \ 

(20.) ,^F(.) = /.XJ.-- ^•^("^'^+-^")} 

ffu^ , r w^\* min . 

(21.) *2-'F(«)=/.^j* ^^ ^^ '^ ^os(2v-fn'){^ + ^)n\ 

Man sieht also, dafs die Function F{u\ bei dem vorausgesetzten analytischen 
Charakter derselben, durch die Gleichungen (1, 2) völlig bestimmt ist, bis auf 
eine Constante (^ oder g^'), welche ebenfalls vermittelst der vorstehenden 
Formeln gefunden wird, sobald man fflr irgend einen besondern Werth von 
u den von F{u) kennte vorausgesetzt, dafs der letztere nicht Null ist. Man 
kann dabei bemerken, dafs die Gleichungen (15, 17, 19, 20) auch dann noch 
eine strenge Folgerung aus den eben genannten bleiben, wenn auch unter m, 
ni nicht mehr ganze Zahlen verstanden werden. 
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Da die erhaltenen Reiben für jeden Werih von u conver^en, so 

kann man schliefsen, dafs — r, wie aocb der Hodnl k beschaffen sein möge, 

entweder eine reelle positive Gröfse sein mnfs, oder eine imaginäre, deren 
reeller Theil positiv ist. Umgeliehrt sind die Reihen stäts wirklich convergeot, 
sobald man für m, €o' beliebige Gröfsen annimmt, welche diese Bedingug w- 
fAllen, abgesehen davon, ob sie in der oben angegebenen Form dnrch K nnd 
K' ausgedruckt werden können oder nicht. Stellt man sich nnn vor, mu 
bestimme, indem man mit A irgend eine (complexe) GröfiM, deren reeller 
Theil positiv ist, beieichnet, bei willkfihrlicher Annahme von w, ^ (wobei Je- 
doch für Ol der Werth Null ansxuschliersen bt) w\ rf dareh die Gleicbangea 

und definire dann, m, m', g ebenfalls beliebig annehmend (also aach die Vor- 
aassetsong, dafs m, eri ganse Zahlen seien, fallen lassend) eine Fanction ^(ti) 
durch die Gleichung (15.) oder (17.); so besitzt dieselbe den Charakter einer 
ganzen rationalen Function, und es labt sich zeigen, da& sie st«s auch die 
Gleichungen (1.) befriedigt, und dafii daher ffir sie auch die GleichuigeB 
(19, 30.) gelten. 

Denn die Gleichung (17.) — und es ist ganz einerlei, ob man von 
dieser oder von Nr. (15.) ausgebt, indem jede von ihnen eine unmittelbare 
Folge der andern ist — zeigt, dafs man 

^ F(fi-faai) = e^-^ >(fi) 

hat, was die erste der genannten Gleichungen ist, indem jedes Glied der Reihe 
auf der Rechten, wenn man ti-f 2oi fQr u setzt, dieselbe Verinderung er- 
fahrt, als wenn es mit «(">'+"')»' = t-"*^ multiplicirt wird. In der Reihe auf 
der Rechten der Gleichung (1&.) aber darf man y— 1 ffir r setzen, nnd 
wenn man dann ii-|-2co' an die Stelle von tr treten lifst, so sieht man, dnft 

ist. woraos, da bmii 

X(t» -•!'«» + 2a»') -x(«« -«•'«») = ;c(« + 2o»')-X(«)-»»'w 

bal. 



§9. Weier^trafif Theorie der AbeNchen FuHclionen. 373 



^ F(ti+2a)') =: e^ 



folgt, was die sweite der Gleichungen (1) ist. Von denselben sind aber die 
unter (18—21) angegebenen eine Folge. 

Hatte man bei willkQhrlicher Annahme von co^ tf, m, m', ^ die Grö- 
fsen 7i, Ol vermittelst der Formeln (22) bestimmt, und dann JF(u) durch die 
Gleichung (19) oder (20) definirt; so wflrde sich eben so ergeben, dafs 
fOr F(u) die Gleichungen (1) gelten, und somit auch (15, 17, 18). 

Betrachten wir jetzt insbesondere die Function, welche durch die Glei- 
chung (17) bei der Annahme 

201 = 1, 1^ = 0, 2co' = Ai, V = m, m = 0, m'=0, y=l 

definirt wird, welche die einfachste von allen ist, und nach dem Vorschlage 
Lejeune DirichM% weil sie von Jacobi in die Analysis eingefikhrt worden 
ist, die Jaeohfwhe Ekinction genannt, und dieser Benennung entsprechend 
durch 

bezeichnet werden möge; wo man dann 

(23.) Je(u, k) = ^{^(-^•A+2^«^»>) = :p{^-^'*»cos2i^I 

r r 

bat, und wenn die GrOfse Jk, die, wie bemerkt, stäts eine positive reelle, oder 
eine imaginäre, deren reeller Theil positiv ist, sein mufs, im Verlaufe einer 
Untersuchung denselben Werth beibehSlt, kflrzer auch blofs Jc{u) schreiben 
kann. Die Gleichungen (1) gestalten sich dann folgendermafsen 

^ -^ \jc{u^Ai, k) = ir-(*"^+*^>' Jc(tr, k) 
Ferner ist jetzt nach (19), indem ;f(ii)==— n^, JL- = _^ 



jc(i,A)=/.^jr^*-^'^'j 



9 



wo die Constante jf, nach Jacobi, auf folgende Weise ermittelt wird. Es 
ist, wenn man sich jetzt unter u eine reelle GrOfsc denkt, 

J^'jc{u,h)du = -ry'V*^'*^cos2ni7i.i/ti = 1 
Daher mufs 

Creüe't Joara»! f. d.M. Bd. UL üeft 4. 48 
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r •/ —OD 

r 

sein. Aber 

-»«0 

wo, wenn h reell ist, der positive Werlh der Wnrxel, and, wenn h imaginir, 
derjenige, dessen reeller Theil positiv ist, genommen werden mub. Folgüch 
bat man 

(25.) yh.Jciu,h)^ Sit * 
Nach der Formel (15.) aber ist 

(26 






Aber 
Daher 






ff , ff , 



* '« 1\ e * , /i« 1 



(87.) J<,(,.*)=i-yj-.J,(^,j)=£-yy_.Ji,(Jf!,|) 



-r-w" 



(280 Mui, k) = 1^^ . Jc(^ , 1) 

lo der Reihe (23) hieibt ferner das allgemeine Glied angeändert, wenn man 

if-f -^ fttr m, and lagleich A-fi^ fttr A setit, x aher eine ganse Zahl bedeatet 

Denn dadnrcb wird dasselbe nar mit er'^^'^^y^^ = 1 moltiplicirt Folglich 
hat man 

(29.) Jeiu, A) = Je(u+^, A+ii), 
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ond erbClt aos (27.) 

(30.) Je{u, h) = i-^^j ^^{-^-^i^ *0i 

wenn A^ = -y-j-rt Ist 

In den vorstehenden Formeln (23 — 30) sind die wiebti^ten Eigenschaften 
der JacoM'schen Fanction ausgesprochen. Darch dieselbe lassen sich nun die 
obigen Reihen (15, 17, 19, 20) leicht ausdrucken. Man hat nimlicb 

t 



und daher 

(31.) ^j,-^(«+«+2-)j ^ ^|.j,(!^,^) 

(33.) ^{^(«+«+2''-0} == y5.Jc(i^, «) 
Nach (27) aber ist 

(38.) y5.j.(|..^)=.-'<«)*(^,^). 

and daher 

(34.)JSL 2 «^" * + 2 -';j_^«+«)_z(«-m'.)^^(j^^^>j 

2v— m' mV I j i 2»—»»' \ 

j V2«' ' ft»*/ 

Hiernach geben die Gleicbongen (15, 17, 19, 20) 

(36.) *2« |,,(^) _ ^^(„+«)_^(„_«f«) j^(jdt^, J) 



(35.) .r{« * 



48» 
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(37.) e^ Fiu) = /*-«("+-)+«(«+««') jrc(i^, ^) 

Aus der Vergteichung dieser Aasdrflcke ergiebt sieb noeb, indein 



ist, 

— -TS— «I 



(38.) / = !. 2 /^ 



y 



Das Ergebnifs der vorstehenden Untersachung ist also, dafs sieb jede Function, 
welche die im Anfange dieses §. angegebenen Eigenschaften besitzt, welche 
Werthe auch die Gröfsen (o, lo', ij, ij, m, w! haben mögen, auf die J(MoM*sche 
zurflckföhren labt. 

§. 13. 

Schlafs der die eUiptiscfaen Functionen betreflTenden Entwiddungen. 

Die specielle Anwendung der entwickelten Formeln auf die Fonctionen 
Al(ii) u. s. w. will ich hier nur knri andeuten. Zuerst bemerke ich, dafs 
(m-f 1)^4"^ "^^ (yx''{'^)v!'\'VX* aus dem Grunde, weil weder m, n noch 
m\ v! einen gemeinschafUichen Tbeiler haben, beide nngerade Zahlen sind, 
und man daher 

'mn-f tt ^ m-f- 1 mV-f^' ^ m -}- 1 

imn-f-m-ftt^l m V-j- m'-f n' ^ 1 

^^•^ ^ mtt+ m = n+ 1 mV+m' = n'+ 1 ^ *^ 

mn ^ m-f tt-j- 1 mn^m-fn+l 

hat. Nimmt man daher 



jm = m+l 



wobei man jeder der Zahlen m, n, w!, n' einen der Werthe 0, 1 beUegen 
kann, und dann auch / sowohl als F entweder «=0, oder =1 eriiilt; so 
geben die Gleichungen (20) d. §.11. 
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AI(fi+2co) = #-«vCH-«)+-wr<AI(ii) AI(ii-f 2«')== r-'^^''-^'^+'"'^'' Al(ii) 
g J AI («+ 2m\ = r^9(«+-)+«« AI {u\ Ale« + 2aiOi = ^^tM+^-j+m^i ^^j^ 
] AI (II 4- 2iD\ = ^-^•»(-+«)+-«^ AI («), AI (fi + 20O2 = ^^-^-o+»''"' AI (II), 
AI(ii+2oi), c= r-^^«+->+'^'AI(ii)3 AI(ii + 2ai'), = ^-^-^■'^+''- AI (11)3 
Es ist leicht oachxuweisen, dafs die Combloationen 

m, m' n, n! l, f 

mit den folgenden 

0, 1 1, 0, 

Obereinstimmen mflssen, abgesehen von der Aufeinanderfolge. Hiemach geben 
die Formeln (15, 17, 18, 19, 20, 21, 36, 37) d. v. %. unmittelbar die Aus- 
drflcke von Al(if), Al(tf)i, AI (11)2, AI(ii)s, sobald die Constanten g, g^ FQr 
jede einzelne dieser Functionen bestimmt sind. Dies kann aber unter Andern 
fflr die Isle, 3te und 4le dadurch geschehen, dafs man » = setzt, indem 
die letztern dann den Werth 1 erhalten. 
Zur Abkflrzung werde 

(4.) ^(«+A'-'-9-)-«(«-'7-) Jc(ü±^=:S?, 5) = ©(«),., 
(5.) ,-«C+|H^-9«)+«(«+/^) ji,(«i:^z2f , ^) = ö'c«),,^ 

gesetzt, wo p» q beliebige Zahlen bedenten, und man in Folge von (33) and 
(7) d. V. $. 

(8.) 0(«)p„ = V^-* * &{u\„ 

hat. Dann erhAlt man aus den Gleichungen (36, 37) nach dem eben Be- 
merkten 



(6.) 


* Al(tl) = -gj^^^^ 


ffu* 


(7.) 


e Ale«), ^^^^J^^ 


* Al(«), = ^.^ 


(8.) 


* AI(«), — ^^^^^^ 


1/«* 

^a«/ 41/..V _ ©»(«Kl 


Ferner hat 


man 






«^AI(tt). 


= ^0(«)i.. 
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und oaher 

.„. = ,e(0)^..-|l^. 

In dieser Gleichung setze man 

u = (n— l)a>' — («'— l)co, 
so erbfilt man aus (43,43) nach einigen Redactionen 

snCC» -!)«'-(«' -1)0») = ic-'X'-"') gQ(0K»'<9(0),^.> 

Aber 

(»— 1)a»'-(»'— l)«=((»-l)TO'-(n'-l)m)Ä:-}-((n-l)n'— (n'-1)tt)JSC't, 

oder mit BerQcksicbtigung der Gleicbong mn' — nm'=l, 

(n_l)a»'-(ii'-l)a» = (2x-i)K-\-2x:K'i, 
wo 

(9^ P'' = (tt'+l--«')in-(n+l-n)m' 

^ •'' iat' = («'+!-«')« -(n+l-n)n' 

ist, and ans (40) sich ergiebt, dafs v, r' ganze Zahlen sind. Daher hat man 

8D((n-l)a»'-(n'-l)») = 8n(— K-\-2tK-\- 2^ K'i) = (-1)*"* 
Damit ist der Wertb von g bestimmt, und man erbfilt 

Inu* 
e AK«), = .t-i«.-', "^mt^'SJiäC^ 
s^AKu) — (-1)'-' f(0)Ki »(u)ui 

Die zweite dieser Gleichungen ergiebt sich aus der ersten vermittebt der Re- 
lation (6), wobei zu bemerken ist, dafs nach dem Obigen mm'=0, ii»'=0, 
W = ist. 

Wenn p, q ganze Zahlen sind, so erbfilt man nach dem, was im vor- 
hergehenden §. in Betreff der Ableitung der Formeln (18, 21) aus den unter 
(17, 20) aufgestellten bemerkt ist 

ö(«),, = :^j* ^+2>'«*oos(2.+/»)(^-|->j 



(11.) 



I ©'(«),., = f j* ^ '^•'cos(2v-V)(^+^>j 
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Und hieraos 



(12.) 



(13.) 



r 

V 

|0(«)i,o== S 

r 
r 

r 
r 
r 



1 «^ 



— V*— r- 



co82y 



2iii 



un 



(-1)"« 



-(H*)*-^ 



co8(2y+l)^ 

8in(2r+l)^j 



V 



i«»ili 



" «..a.^ 



— »• 



(-ir# "^ eo82y-y-j 

co8(2y-l)-^j 



-C-*)'^ 



.«»in 






Nimmt man w=^K, co' =s iK\ so erhAlt man die von Jaeobi in den Fan- 
damentis sar Darstellang von snu, cnu, düu gegebenen Reihen. 

Die in den Formeln (6, 7, 8, 10) vorkommenden Gröfsen 0(O}u,u 
n. 8. w. lassen sich bekanntlich durch k, K, K, K' ansdrflcken; was aber 
für beliebige Werthe von m, n, m\ n' einige Erörterungen nöthig macht, in 
die ich hier nicht eingehn kann. 

Hiermit breche ich die aaf die elliptischen Functionen sich beziehenden 
Entwicklungen ab, die, obwohl die Resultate bekannt sind, hier einen Plats 
gefunden haben, weil die dabei befolgte Methode im Wesentlichen dieselbe 
ist, welche im Folgenden auch bei den il6ef sehen Functionen cur Anwendung 
kommen wird. 
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Ehe ich niicb nun aber wieder so diesen wende, darf ich nioht aner* 
wähnt lassen, dafs ursprOnglich eine Bemerkung AhePe^')^ in der er auf die 
in ($.8—10) hergeleitete Darstelinngsform der elliptischen Transcendenten 
hinweist, es gewesen ist, die mich sn einer neuen Behandlung dieser Func- 
tionen in der vorgetragenen Weise veranlabte, und so auf den Weg fOhrte, 
der mir auch in die Theorie der hyperelliptischen den Eingang eröffnete. 

( Fortsettang folgt.) 

*) S. die Einlcitong zu dessen Precis d'une throne des fonctions elliptiques, Oeuvr. 
compl. Tom. I, pag. 234, sowie auch Lettre a Mr. Legendre, ib. Tom. ü, pag. 259. 
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